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Avant-propos

Cet ouvrage est dédié aux étudiants de deuxieme année des classes préparatoires en sciences et techniques
et des filieres ST-SM des universités. 1l propose des résumés de cours en physique 3 et 4 ainsi que des
recueils d’exercices et problémes, intitulé vibrations et ondes.

Le document reste fidele au programme officiel, il a pour but de servir de guide de préparation pour les
examens, ainsi que le concours d’accés aux écoles supérieures.

I1 est le fruit d’une expérience de plusieurs années acquises dans 1’enseignement de cette discipline tant au
niveau du cours que des travaux dirigés et pratiques.

Des résumés de cours, des exercices et problémes corrigés ainsi que des sujets d’examens sont présentés
dans ce document, afin de permettre aux étudiants d’accroitre leurs aptitudes.

Le document s’articule autour de quatre parties, un choix base sur les trois thématiques abordées dans le
programme officiel, vibrations mécaniques, ondes mécaniques et enfin ondes électromagnétiques.

Chaque partie, commence par un rappel de cours, suivi d’exercices d’applications. Enfin, je termine par des
exercices et problémes corrigés, extraits de sujets d’examens.

Dans la premiére partie, vibrations mécaniques, je commence par présenter les définitions de base, d’un
oscillateur linéaire et la condition d’oscillation, tout en introduisant le formalisme de Lagrange, a travers
des exemples et contre exemples. Des notions telles que le degré de liberté et les coordonnées genéralisées
sont introduites. Les oscillations étudiées sont linéaires et de faibles amplitudes. Une série d’exercices
propose un nombre de systémes, variés permettant a 1’étudiant de s’exercer suffisamment. Des systémes
simples aux plus compliquées, j’ai pour ambition de pousser I’étudiant a se poser les questions relatives a
son niveau et au sujet.

La maitrise de 1’outil mathématique me permet, par la suite, d’aborder des phénomenes physiques liés a
I’oscillation, I’amortissement, la résonance et 1’anti résonance, dans le cas de systeémes a un puis deux
degrés de liberté.

La deuxieme partie concerne les ondes mécaniques, dans laquelle, il est indispensable de définir les notions
de base, sur la propagation des ondes en général. J’introduis les ondes mécaniques par 1’étude de la
propagation des ondes transversales le long d’une corde. Un résumé est dédié a des définitions telles que,
I’équation d’onde de d’Alembert, la solution en onde plane sinusoidale, la vitesse de 1’onde et de particule,
la force en un point et I’impédance de la corde. je termine ce résumé par les coefficients de réflexion et de
transmission, relatifs aux phénomenes de propagations d’ondes dans des milieux finis.

Apres avoir introduit les notions d’ondes par 1’étude de la corde vibrante, j’entame, les ondes élastiques
dans les milieux. En premier lieu, j’aborde la thématique des ondes acoustiques (élastiques) dans les fluides.
Dans le cas d’une propagation unidimensionnelle, un résumé autour des équations fondamentales de
I’hydrodynamique, de la continuité et 1’équation d’état est présenté. Cela permet 1’établissement de
I’équation de d’Alembert pour une onde acoustique. La solution en ondes planes sinusoidale est aussi
introduite. Cela permet de s’appuyer sur les acquis du chapitre précédent (corde vibrante), tout en les
renforcant les prérequis des étudiants. Je termine ce chapitre, par les coefficients de réflexion et de
transmission en amplitude puis en énergie. Un exemple d’application qui est I’effet Doppler est aussi intégré
au document.



En deuxiéme phase, la propagation des ondes élastiques dans les solides homogenes, isotropes et non
absorbants est abordée. Les notions d’ondes ont ét¢ introduites précédemment, cette partie introduit la
propagation d’ondes longitudinale et transversale dans les solides, le module d’Young et le coefficient de
glissement, qui sont a I’origine du phénoméne de propagation dans les solides, sont définis. Ainsi je définis
la vitesse d’onde longitudinale et transversale, I’impédance, les coefficients de réflexion et de transmission.

La troisieme partie, est consacrée a la propagation des ondes electromagnétiques. J’aborde ce chapitre par
la propagation dans le vide. Dans lequel, je commence par donner les équations de Maxwell. Les quatre
équations permettent d’établir 1’équation de propagation d’onde, puis la solution en onde plane sinusoidale
est proposée. La structure de 1’onde est donnée, et les différents états de polarisation sont décrits. Je termine
par les énergies et le vecteur de Poynting. Ce dernier permet de nous renseigner au sujet de la direction
d’écoulement de I’énergie et de calculer la puissance de 1’onde €lectromagnétique.

En second lieu, nous abordons la propagation dans les milieux linéaires, homogenes et isotropes. Je
commence par la propagation dans les plasmas. Afin d’étudier la fréquence de plasma et le phénomene de
dispersion, les plasmas sont supposés parfaitement dilués et constitués de charges non relativistes. Par la
suite je présente la propagation dans les diélectriques et les métaux. Les phénomeénes de propagation,
d’absorption, d’onde évanescente ainsi que I’épaisseur de peau sont mis en évidence.

Par la suite un résumé sur les phénomeénes de réflexion et de réfractions est présenté. Dans ce cadre, je
commence par donner les équations de passage entre deux milieux linéaires, isotropes et homogénes, avant
d’établir les lois de la réfraction. Les coefficients de réflexion et de transmission sont établis, et les
phénomeénes physiques de réfraction totale (angle de Brewster) sont abordés. La réflexion totale sur un
conducteur parfait et la pression de radiation du champ électromagnétique est aussi présentée. Des exercices
sur la réflexion des ondes électromagnétiques sur du cuivre, ou la réflexion a I'interface de deux
diélectriques parfaits sont proposeés.

La derniere partie de ce chapitre est consacrée a la propagation du champ électromagnétique dans les guides
d’ondes, le cas particulier, du guide d’onde infini, a section rectangulaire est abordé. Les phénomenes de
mode de propagation, de fréquence de coupure, de dispersion et d’onde évanescente sont présentés.

Une série d’exercices extraits de sujets d’examens vient cloturer la partie ondes électromagnétiques, le but
étant de renforcer les acquis du cours est consacrée a cette thématique.

Enfin, dans la derni¢re partie de cet ouvrage une série de sujets d’examens corrigés est proposée, certains
ont fait I’objet de sujets de concours d’acces aux écoles supérieures de sciences et technologie. L’objectif
¢tant de préparer les étudiants au concours d’acces aux écoles supérieures.
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Oscillations libres puis forcées
des systemes a 1 degré de liberte
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Résumé de cours

1. Définitions générales

Oscillateur linéaire : tout systéme physique dont 1’évolution au cours du temps de sa grandeur physique
est décrite par une fonction sinusoidale de fréquence dépendante des caractéristiques du systeme.

Coordonnées généralisées : Nous définissons les coordonnées généralisées comme 1’ensemble des
variables nécessaires pour décrire I’évolution dans le temps du systéme mécanique.

Exemple
@ (2) 3
i
L — C
Coordonnée généralisée Coordonnée généralisee Coordonnée généralisée charge
x(t) 6(t) q(t) ou tension V (¢t)
4) (5) (6)

1 61
1
1
1
1
DN
02
1
1
Coordonnée généralisées Coordonnées généralisees Coordonnées généralisées
x(t) etx,(t) 61 (t) et 6,(t) q1(£), q2(t) ou Vy(¢), V,(t)

Equilibre et condition d’oscillation :

Dans le cas d’un systéme conservatif ou les forces dérivent d’un potentiel, la condition d’équilibre est :
ou

aq

qd=deq
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Pour qu’un systéme puisse osciller, il doit satisfaire a la condition d’oscillation (Condition de stabilité) :

02U >0
2
aq q=Cqeq

2. Oscillations de systémes a 1 degreé de liberté libre et non amortis

Soit g la coordonnée généralisée décrivant le comportement d’un systéme physique, U et T sont
respectivement les énergies potentiel et cinétique de ce dernier. Un oscillateur linéaire présente les
caractéristiques suivantes :

e Une énergie potentielle proportionnelle a g2.

L étant le Lagrangien du systéeme définitpar: L =T = U

L’équation donnant I’évolution du systeme est :

v, + 2 — O, — e
q T Woq Wo a

avec w? > 0
La solution d’une telle équation est q(t) = A cos(wyt + @)
A et @ sont des constantes que 1’on détermine a partir des conditions initiales.

Il est & noter, que dans le cas d’un pendule simple oscillant a des amplitudes élevées, le mouvement n’est
plus harmonique et est décrit par 1’équation suivante :

9+%sin0=0

La période d’oscillation est donnée par la formule de Borda :

T=T 1+93
-0 16

ou T, représente la période propre du pendule dans le cas des faibles amplitudes.
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et 8, ’amplitude d’oscillation.

La représentation graphique des fonctions y = sin 6 et y = 6 (Figure 1), montre que I’approximation des
faibles amplitudes (sin 8 = ) est justifiée dans le cas des angles inférieurs a 0.25 rad (~15°).
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Exercices d’applications

1. Soit différents systémes mécaniques, schématisés sur les figures ci-dessous, nous étudions le cas des
oscillations libres et de faibles amplitudes. Les ressorts sont de masses négligeables et nous négligeons
toute force de frottement (air, contact etc...). Calculer les périodes d’oscillations dans les systémes
suivants :

1) (2) (3)
Vs S SIS S S

X
k —>

. k kz kl

/7

NN

(4)

A
kq
m
Fly
ka %

A,

Les énergies potentielles des différents systémes sont respectivement :
1 1
Ul = Ekxz + kxAP +§kA‘€2
1 1 1
U, = Ek(y + Af)?2 —mgy = Eky2 + y(kA? — mg) + EkA{’Z
1 1
U = §k1(y +A01)% + Ekz(y +A8,)% —mgy
1 2 1 2 1 2
= E (kl + kz)y + y(klA‘Bl + kZA‘EZ - mg) + EklA‘gl + Esz‘gz
1 1
u, = §k1(y +A01)% + Ekz(y +A8,)% —mgy
1 5 1 , 1 .
= E (k1 + kz)y + y(klA‘Bl + sz‘ez - mg) + EklA‘gl + Esz‘gz
1 1 1
Us = Ek(s + A?)? —mgssina = Eks2 + s(kAf — mgsina) + EkA{’Z

2

Ug = —mg¥cosf = mg{’7 —mg?
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En utilisant les conditions d’équilibre :

au

— =0
dq =0

Nous avons :

Le systeme 1 est un oscillateur avec A¢ = 0.

Le systéeme 2 est un oscillateur avec kA —mg = 0.

Le systéme 3 est un oscillateur avec k,A¢; + k,A¢, — mg = 0.
Le systeme 4 identique au systeme 3.

Le systéme 5 est un oscillateur avec kA¢ — mg sina = 0.

Les systeme 6 est un oscillateur.

Cela permet de simplifier les expressions des énergies potentielles :

U —1k2
175 X
U —1k 2
275 y

1 2
Us = E(k1 + ky)y
1 2
Uy = E(k1 + ky)y
1
Us = —ks?
575 S

2
Us = —mg¥cosO = mg{’7 —mg¥

Les énergies cinétiques sont respectivement :

T, = 2 ms?
1 =z mi
I, = 2my?
z—zmy
T. Ly
3—2my
T, Lny?
4 Zmy
1
Ts = —ms?
5 zmS
1
T6:§m‘€292
Nous obtenons les équations suivantes :
v+ 0 o =om ™
—_ = et = —_ = JE—
X mx Wo 1o 1 2

“+k 0 kT ) m
_ = ft = —_ = [—
Y my @o m’ 0 T k

..+(k1+k2) 0= o = ky + k; m
y m y 0 m ki +k,

(Systéme 1)

(Systéme 2)

(Systéme 3)
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ki +k ki+k
+(1 2) —0 _ |f1 TR

- y=0=wg = m ’ TO =27 kl + k2 (SYStéme 4)
k
§+ S = 0= wy = T0 =2m (Systeme 5)
i+20=0= :
7 wy = g (Systeme 6)

2. Uncylindre homogene, de masse m et de rayon r roule sans glisser sur une surface circulaire de rayon
R (Figure ci-dessous). Calculer la pulsation propre du mouvement dans le cas des oscillations de
faibles amplitudes.

Energie potentielle
2

U=-mg(R—r)cosf ~mg(R — 7‘)7
Energie cinetique
T = %m(R —1)20% + %Jc(dﬂ — )
Nous avons :

R
AB=R9=r(p:><p=?0

T = lm(R —1)262 +lﬂ(£ - 1)2 62
22 2 \r ,
- %lm(R—r)2+%(§—1> léz
L’équation du mouvement est :
. 29
0+ 3CR—1) 0

La pulsation propre est :
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3. Une poulie de masse M et de rayon R est accroché a un bati fixe par un ressort de raideur k. Une
masse m est accrochée a une corde supposee inextensible (Figure ci-dessous). Déterminer la période
d’oscillation dans le cas des faibles amplitudes.

Nous avons la relation suivante :

(y = 2R0)
1 . 1 . 1 2 1 3 2
T=TM+Tm=zMR9 +§]60 +Emy =E<m+§M>y
1 y?
U==-k—
2 4
4m+%M
To =2
0 s &
—3 k
(M, R)
(0]

yl_ -

Y

4. Le systéme ci-dessous représente une tige de masse négligeable, accrochée a une masse m par
I’intermédiaire du ressort k, et a un bati fixe par ’intermédiaire d’un ressort k;. La masse m oscille
sans frottement sur un plan horizontal. Déterminer la période d’oscillation dans le cas des faibles
amplitudes. x

Tige de masse négligeable a—‘m— m

\ NSARNANAN
k2

=
[N

SIIIEIISS
|«
I

D
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L’¢énergie cinétique est :
T = =—mx
5 m
L’¢énergie potentielle est :
1 1
U= Ekl(ae)z + EkZ[x — (a + b)0]?

La condition d’équilibre permet de trouver :
B k,(a + b)
" Tkea? + ky(a + b)2]

Cela nous permet de trouver :

1 ki k,a? X
U=+ y
2 |kia? + ky(a + b)?

La période des oscillations est :

— kia? + k,(a + b)?
0 Al T ka2

3. Oscillations libres de systemes a 1 degré de libertée amortis

En plus des énergies cinéetiques et potentiels décrites précédemment, nous avons la fonction de dissipation

D qui est proportionnelle a ¢2. Cette fonction traduit le phénoméne d’amortissement.

2
or

dq

D_1'2 —
—ZCQ,C—(X

7 étant le vecteur déplacement
a représente le coefficient de frottement.

Les équations de Lagrange s’écrivent :

d6L+6D aL_O
dtdg 9dq dq

q+26q+w0q—0,w0—J;et6—2a
Nous distinguons 3 cas.
Casl (6> wgy)

Pas d’oscillation, le mouvement est apériodique (Figure 2). Dans ce cas la solution s’écrit :

q(t) = Ae™! + Be™!

T, =—6% /62 — w?

10
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0.75
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0.25 AN

q(®

\\\k
00 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
temps (t)
Figure 2

Cas2 (wy = 6)
s’écrit :

Nous distinguons les prémices d’une oscillation, ¢’est le régime critique (Figure 3). Dans ce cas la solution

q(t) = (A+ Bt)e %t

0.75

I
A\

q(®)

15 2 25 3 35 4 45 5
temps (t)

Figure 3
Cas 3 (6 < wy)

Nous avons un mouvement oscillatoire avec une diminution d’amplitude, le mouvement est dit
pseudopériodique (Figure 4). Dans ce cas la solution s’écrit :
q(t) = Ae % cos(w,t + @)

w, = |wg — 62

A, B et ¢ sont des constantes que 1’on détermine a partir des conditions initiales.

w, représente la pseudo-pulsation.

11
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0.75

0.5

0.25

q(t)

-0.25

-0.5 l

075k V'

0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
temps (t)

Figure 4

_27‘[

Wq

a

T, représente la pseudo-période.

Le décrément logarithmique D est :

1 q(t) 3
D= zlﬂ(m) = 6Ta

q(t) étant I’amplitude & un instant t et g(t + nT,) ’amplitude a un instant t + nT,.
n est un nombre naturel qui représente le nombre de période qu’il y a entre les deux instants.

Le décrément logarithmique et la pseudo-période permettent de remonter aux caractéristiques du systéme.

Le coefficient de qualité est :

Ol

12
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4. Oscillations forcées de systemes a 1 degré de liberte
Les énergies cinétiques potentielles ainsi que la fonction de dissipation étant decrite précédemment,

I’équation de Lagrange en présence de forces extérieures est :
doL oD oOL ow

+— = —
dtdg 0q dq Jdq
W représente la somme des travaux des forces extérieures.
Exemple (Les forces sont paralleles aux déplacements a tout instant t) :

1 ) ®3)

! A\ @

1 l 1

1 1

— ~ X R

: F(0) |

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1
W =Fx W = FlO W = Faf
F—aW—F F, —aW—Fl F, aW—F
*=ox ° =90 ~ =30 "

La forme de I’équation obtenue est :
F(t)

é['+26q+a)gq=T

c est une constante qui dépend des caractéristiques du systéme.

Dans le cas d’une force sinusoidale F(t) = Fye'®t

La solution générale est la somme de deux termes, une solution homogéne qui tend vers zéro et une
solution particuliére qui est la solution dans le régime permanent. Comme le second membre est
sinusoidal alors la solution est sinusoidale et de méme pulsation (Figure 5).

Régime transitoire Régime permanent
<« > < >
| I 1
| L | N o A ‘
Lot | T |y | | (O A
S L 1 L A A A B L I A A A
S ot S T 13 S B B
VLV Y T T T T
o2 T T
. |1 [ | | | - |
R AR AR A ARAEAE
2= I I Y O
UL L Ut
N TR H R N IR IR
U e L ] L
REIEIEIEEAEEEE R R U
1 VA A | 0 Y A R Y AV A Y LV A/ T R RN
075 Y VN G :
v ! 1
1
-1 I
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
temps (t)
Figure 5
13
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De ce fait : q(t) = goe'(@t+®),
d’ou: g = iwg et §j = —w?q.
En remplagant dans 1’équation de mouvement nous obtenons :
EQ@®)
c

wE — w? + 26w
Fy
c
V(w2 — w?)? + 452w?

_ Aret 26w
@ = —Arctg 0 = o

La fonction g, (w) passe par un maximum pour une pulsation w, = /w2 — 262 (Figure 6).
Cette pulsation est appelée pulsation de résonance.

q:

qo =

(e N i e i N R 4 )
\
< !
g /]
s yan
g 7 |
— ! AN
Xo(w =0) |
! i
I \%%
1

Pulsation(o)

Figure 6 : Courbe de résonance en amplitude

Impédance mécanique du systeme
Nous appelons I’'impédance mécanique le rapport :
F(t)

IR0
F(t) représente la force appliquée au systeme.
v(t) représente la vitesse du point d’application de la force.
L’impédance dépend des caractéristiques mécaniques du systeme, mais aussi de la pulsation de la
force extérieure.
Impeédances usuelles
Amortisseura : Z, = a
Masse m : Z,, = jmw
Ressortk : Z, = k/jw
L’¢étude de 'impédance nous renseigne sur le comportement du systéme.

Puissances fournies-Puissances dissipées
Nous définissons la puissance fournie instantanée comme le produit de la force extérieure par la vitesse
du point d’application de la force.

14
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Pr = C F(t)q(t) = CF, cos(wt) cos (wt + ¢)
C est une constante qui dépend du probleme

Nous définissons la puissance dissipée instantanée comme le produit de la force d’amortissement par
la vitesse de déformation de 1’amortisseur

Pap = Fy(O)vo () = a[ve (D]?

La puissance moyenne est défine comme suit :
t+T

1
(P) = Tf P(t)dt

T représente la période.

21
T =—
w

La résonance en puissance est obtenue pour w = w, (Figure 7).

Puissance (P)

3°
Q
=

N
N
1
1
[
I
I
1
1
1
T
I
]
1
[
I
1
|
1
I
I
1
1
[
I

/

I
I
I |
1 |
1 | N
1 I
I I
I i
1 1
1 I

LT

2,24 w; 448 w, 6,72 8,96

Pulsation (w)

Figure 7 : Courbe de résonance en puissance

Nous définissons le coefficient de qualité par

avec .

15
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Dans le cas d’une excitation périodique de période T (Figures ci-dessous), non harmonique (non
sinusoidale), la fonction F(t) peut-étre écrite comme une superposition d’une infinité d’harmoniques
(fonctions sinusoidales).

P r
1 1
F (1) T :1 :1 T T
A
Fy
\4
0 1 2 3 4 5  t(s)
Fonction en dents de scie
(t) |‘ VI
1 T # T :L T ]
|
|
|
|
|
|
0 :
-17 [ [ [ [ [
T 2 3 41 5n t(s)

Fonction carrée

F(t) =ay+ z a, cos(nwt) + b, sin(nwt)

n=1

ou w = 2w /T, n est un entier positif, a,, et b,, sont les coefficients de Fourier. Ces coefficients sont
définis par :

2 T
a, = Tf F(t) cos(nwt) dt
0

16
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2 T
b, = —f F(t) sin(nwt) dt
T Jo

a, représente la valeur moyenne de la fonction F(t) sur la période T.

1 T
0

La solution de I’équation différenticlle de mouvement s’écrit comme une superposition des solutions
pour chaque harmonique. La pulsation w; = w, corresponds a I’harmonique de rang 1, appelée aussi
fondamentale.

17
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Exercices corrigés

Soit 36 systemes mécaniques (voir figures ci-dessous). Dans le cas des mouvements de faibles amplitudes,
établissez les équations du mouvement.

Systeme 1 Systéme 2
kq
F(t F(t
a ®) ()

masse négligeable

ma}sy négligeable

Systéeme 1 :

18
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Systéme 3 Systeme 4

F(t)
ki, <+«——»
m
(M,R)
X
(04
Systéeme 3 : Systéeme 4 :
x = RO x = RO
Energie potentielle Energie potentielle
1
U = E(kl + ky)x? +C
Energie cinétique Energie cinétique
T == '2+11MR29'2—1( +M)'2 T == '2+11MR292—1< +M)'2
- 2™ T —2\MT )" - 2™ TR —2\MT )"
Fonction de dissipation Fonction de dissipation
D = Sax* D = Sai?
Travail de la force extérieure Travail de la force extérieure
W =F-RO =Fx W = Fx
Equation de mouvement Equation de mouvement

oD oL _ow _dor oD ou _ow NENCIRNE) YAy N )

9% ox ox _dtox 9z Tox ox TR R TIrAE AR

M M
<m+7)5c'+a5c+kx=F (m+?)5€+a5c+(k1+k2)x=F

19
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Systéeme 6

Systéeme 5

Systéeme 5 :

20
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Systéme 7 Systéme 8

0A ==
F(t)
B
[[a=
i
Systéeme 7 : Systéme 8 :
Energie potentielle Energie potentielle
1 62 1 1 2 \? 62 1( &2
U = =k(a8)? + mgf — = = (ka® + mg4a)6? = = (—) —=k= 2
> k(af) gt—=5( gha) U =3k(30) +mgt— =k +mgt )0

Energie cinétique
1 . 1 .
T = Em(t’@)z = Em(16az)92

Energie cinétique
1 2 1 .
T = Em({’e) =Em{’202

FEHECACEEIEII) = Fonction de dissipation

1 /L, 1 . 1 1
_ 1 v _ L 2N A2 _ N2 .
D = 20((29) —20((4(1 )6 D = Ea(l’@) —Ea{’ZGZ

Travail de la force extérieure Travail de la force extérieure
W=F:-£0 =F -4a6 W =F-af

Equation de mouvement Equation de mouvement
doL oD oL ow doT oD oU ow doL oD oOL oW doT oD U

dtod 96 00 00 dtod a6 00 00 [ERTEVREEY RN I T I Ty RNV RPT
ow

16ma?6 + 4aa?6 + (ka? + 4mga)6 = 4Fa ~ 90

.. . £?
me20 + af?0 + <kz+ mgt’)@ = Fa

21
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F(®) Systeme 9

Systeme 10

Systéeme 9 :

22

N. MAGHLAOUI



Systéme 11

Systéme 11 :
Energie potentielle
1 2 62
U= Ek({’e)z — m1g1€’7 + ng{’7
1
7 (k€% + mygt — mygt)6?
Energie cinétique

1 . 1 . 1 .
T = Eml({’e)z + Emz({’e)z = E(ml + m,) %62

Fonction de dissipation

_1 N2l 242
D = Za(ee) = 5 ab?0

Travail de la force extérieure
W=F:-£6

Equation de mouvement
doL oD oJL oW d oT oD adU

aﬁ%‘%;%ﬁ&@*%*%
w

00

(my +my)e?%0 + at?0 + (k€% + mygf — m,gt)é
=F¢{

A

Systeme 12

Systeme 12 :

Energie potentielle
1 5 62 62
U = Ek(a@) —mga— I ngb7

1
= 3 (ka? + mygb — myga)f?
Energie cinétique
1 . 1 .
T = 5my(ad)” +5my(b6)°
1 .
=3 (mya? + myb?)6?

Fonction de dissipation

_1 '2_1 22
D = za(ae) —zaaB

Travail de la force extérieure
W =F- bl

Equation de mouvement
doL oD oL ow doT oD oU ow

dc26 796 96 06 dcad 96 90 96

(mya? + my,b?)6 + aa?6
+ (ka? + mygb — myga)d = Fb
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Om;=0m, =a,0B=5»b

F(t)

Systeme 13 :

24
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Systéme 15 Systeme 16
Bs

FFEPrr ST FFFFFFFFYI

B:
AN
OA=a
Systéme 15 : Systeme 16 :
Energie potentielle Energie potentielle
1 £6% 1 ¢ 1 £6% 1 ¢
— _ 2 —— = — 2 _ 2 A 2 _ I 2 _ _ 2
U—Zk(ae) +mg22 2(ka +mgz>9 U 2k(at9) mg 5= 2(kot mg2>9
Energie cinétique Energie cinétique
r=imEe 7= imEp
- 23 - 23
Fonction de dissipation Fonction de dissipation

1 . 1 .
D = Ea(a@)z =—qa%l

_1 '2_1 242
D = Za({’e) —Za{’H

Travail de la force extérieure Travail de la force extérieure
W =F-£6 W =F-af

Equation de mouvement Equation de mouvement
doL oD oL ow doT 0D 0U OW [ee)iiV e i) doT oD oU ow

o638 3099 diad 98 Ta0 o0 LT REIE IR IRE T TR T

£ g . ¢ 2 o F 5 £
m?9+aa 9+<ka +mg§>8=F€ m?9+a{’ 6+(ka —mgz)ezFa
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o e e e T T T T e T N Y

Systéme 17 Systéme 18
B:

Bl T T T T T T T T T T T TR T TR T TR T R e e e R

S
)
)
)

B>

OA=a

Systeme 17 :

26
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Systeme 19 Systéme 20
B: B1

T T T TR T T T T T T T T TR T TR T TR T TR T R T T R R R R TR TR R R R R R R R R R R AR

OA=a OA=a
kq

L T T T T T m—————I S(t)

Déplacement imposé s(t)

Systeme 19 : Systeme 20 :
Energie potentielle Energie potentielle
1 1 1 1
U = E(kl + kz)(ae)z = E(kl + kz)azgz U = Ekl(ae)z + Ekz(s - a9)2
Energie cinétique Energie cinétique
T = 62 7= ins 62
- 23 - 23
Fonction de dissipation Fonction de dissipation
1 N2 1 24 1 . .\ 2
D = Ea(a@) =5aa 0 D = Ea(s—ae)
Travail de la force extérieure Equation de mouvement
W=F-£6 ddL oD dL doT oD oU _

dc26 "6 96 " dca6 Taatae "

Equation de mouvement

doL oD oL oW doT oD oU oW

ve Lo oW eo 0 G0 O £ o o
'+69' 20 ae:dtaé+ag+ae 00 m39+aa9+(k1+k2)a9_(as+k25)a

2

2

m;é + aa?6 + (ky + ky)a?6 = F¢
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Systéeme 21 Systéme 22

B ) o RS

F(t)j

i
N N N P

Systeme 21 :

28
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Systéme 23

Poulie de masse négligeable

Systéme 24
A A A A A A A A A A

k ky

2
m

F(t)'

[

ks

Systeme 23 :

s =R0O

Energie potentielle
Energie cinétique

Fonction de dissipation
D = Las?
= Zas

Travail de la force extérieure
W=F-R8=F-s

Equation de mouvement
doL oD oL oW

N :>d6T+6D+6U_6W
dtds  ads ds 0s dtds ds ds  0Os

2mS+as+ ks =F

AL LIS LSS A

Systeme 24 :

Energie potentielle

1
U= E(kl + kz + k3)y2

Energie cinétique
1
T = —my
2™
Fonction de dissipation
1
D = -ay
2%y
Travail de la force extérieure
W=F-y

Equation de mouvement

ddL 9D 0L doT oD odU

aoy oy ay  dtoy oy oy

0
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Systeme 25

a Systeme 26
1 | k;
F(t) LIOR
¢ 1 ) 1

(T ) '
—( - §
ks R mﬁ (M,R)

Systéme 25 :
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Systeme 27 Systéeme 28
F(t) k2 ky F(t)

o T R R W " " ™

Systeme 27 : Systeme 28 :

Energie potentielle Energie potentielle
1 1 1 1
U= Ekl(RH)Z + Ekz(ZRB)Z U= E/!c1(21!w)2 + Ekz(Ra)2

1 1
E[klRZ + 4k,R?]6% = 3 [4k,R? + k,R?]6?

Energie cinétique Energie cinétique
T = 13MR292 T = 13MR292
T 22 T 22

Fonction de dissipation Fonction de dissipation

| 1
D = —a(Re) aR292 D = —a(ZRe) S @4R 292

Travail de la force extérieure Travail de la force extérieure
W =F - 2R0 W =F - 2R0

Equation de mouvement Equation de mouvement
doL oD dL oW doT 0D 0U OW [ee)iiV e i) doT oD 0dU oJwW

E£+89‘ a6 a6 dt69+69+69 26 dt69+69 26 26 dt60+69+69 26

3 ) ) 3 N .
—MR?0 + aR?6 + [k,R? + 4k,R?]6 = 2FR EMRZG + 4aR?0 + [4k,{R? + k,R?]6 = 2FR

2
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By t by
Systéme 29 s(®) Systeme 30 s(¢)

)

vvvvvvvvv

(A - -

AAAAAAAA X

ka

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T Y

Systéme 29 :
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Systéme 31

E (MD NA
B:

C B,
(M,R)

G ol .. — ) —  — . —p X
m, 24 :
o 20 B Wﬁﬂé7?
B |
(31.a): Systeme en équilibre (31.b) : Systeme en oscillation
Systeme 32
ky 4
| A
— ks

F(t) = Fy el
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Systéme 31 :

Systéeme 32 :
Energie potentielle Energie potentielle
1 1 1
0 = Ekl(R@ +£6)% + §k2(2R9)2 U= Ekl(RB +£0)% + Ekz(zm)2
1 1 1 1
= Ekl(R + £)20% + §k24R292 = Ekl(R + £)20% + §k24R262
Energie cinétique Energie cinétique
13 . 11 . 1 . 13 . 11 . 1 .
T= <==MR?0? +-—=m(2£)?6%? + =mR?6? T= ==MR?0? +=--—=m(2£)?6? + =mR?0?
22 TopmEen gm 22 Ty mEeT gm
113 1 . 113 1 .
i 2 _ 2 2 2 — _|= 2 _ 2 2 2
Z[ZMR +(3m€ + mR )]9 > 2MR +(3m€ + mR )]9
Equation de mouvement Fonction de dissipation
d 0L 0L _ d 6T+6U P 5 1 (R9)2 1 R22
—_— = s — = = —x = -
dtgg 06 dtgg 00 2 2
3 me? . Travail de la force extérieure
|:EMR2 + <T ar mR2>] 7]
) 5 W=F-(R-"¥)0
+ [k1(R +£)* + 4k,R*]0 = 0

Equation de mouvement
ddoL oD 9L oW doT oD dU oW
dtog 096 00 00 dtog 096 06 00

3 ., (mt? M s )i
EMR ar T+mR 0+ aR<“6

+ [ky(R + €)% + 4k,R?]6
=F-(R-1¥)
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Systeme 33 Systeme 34
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Systéme 35

Systeme 36

Systéme 35 : Systeme 36 :
Energie potentielle Energie potentielle
1 1 £
U= =k(2R0)? +-mg=6? 1 1 ¢
21 2 ’ Z U= k(RO +£6)2 ~-mg 02
= —(4kR2+mg—)92 1 ?
2 2 = E[k(R'F‘g)z—ng] 92
Energie cinétique
11 sy 1 AR Energie cinétique
——mf-0 +—m(R9——9) 13 11 1 Y
212 2 2 T = ZZMR20? +=—m#26?% + = m(R9+ 9)
, 1 N 22 212 2
—MR —mf (R = —) 0 2
T 2 ] = liMR2+i‘m{’2+‘m(R+£> 62
212 12 2
Fonction de dissipation

1 Fonction de dissi ation
D = —a(Re) _—aR292 X

1
D = —a(Re) aR292
Travail de la force extérieure

W=F-(R-?)6 Travail de la force extérieure

Equation de mouvement

W =F-2R0
d8L+(‘)D 6L_6W ddT oD oU ow

dt 909 ) 90 90 dt FrRREr Eduation de mouvement
00 06 69 69 d oL aD dL 6W

1 N ) dtae 00 090 00 dt69 Fr) HrT i
EMR2+Em{’2+m<R—E) 0 + aR?%0

2
2 N, 3MR2+im{’2+m(R+{)> 6 + aR%0
+ (4kR +mg§ 6=F-(R—-7?) 2 12 2

£
+ [k(R + ) —mgz] 6 = 2FR

daT aD BU ow

26

2
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Oscillations libres puis forcées
des systemes a 2 degrés de
liberte
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Résumé de cours

1. Oscillations libres des systemes a deux degrés de liberté
Ces systemes nécessitent 2 coordonnées généralisées pour connaitre leurs positions.

Exemple

1
1
1
6,
1
1
1
1
DN
\ 02
1
1
Coordonnée généralisées Coordonnées généralisées Coordonnées généralisées
x(t) et x,(t) 0,(t) et 6,(t) x(t) et 6(t)

Il 'y a autant d’équations de Lagrange que de coordonnées généralisées. Dans le cas d’un systéme a 2
degrés de liberté, soumis a des forces qui dérivent d’un potentiel et en absence de tout frottement nous
avons 2 équations de Lagrange :

Figure 1

Nous négligeons tout frottement.

Les énergies cinétiques et potentielles sont respectivement :

1

38
N. MAGHLAOUI



1
U= 5 [kx? + kx3 + ko(x; — x1)?]

Les équations du mouvement sont :
mi, + (k + kg)x, —kox, =0
{mic'z + (k+ky)x, —kox; =0
Les solutions s’écrivent :
x; = Ae®t et x, = A,e'®t
En injectant dans 1’équation préceédente :
(—mw? + k + ko)A, — koA, =0
{(—ma)2 +k+ ko)A, — koA, =0

qui s’écrit :
[—ma)z +k+ kg —ky ] [Al] _
—k, —mw? + k + kol 421

Pour que ce systeme admette des solutions non triviales, il faut que le déterminant de la matrice soit nul :

—mw? + k + k, —ko

=0
_ko _m(l)z + k + ko

a=|

(k+ kg —mw?)? — ki =0= (k — mw?)(k + 2ky — mw?) =0

Les solutions sont :

w4 et w, sont les pulsations propres. 1l y a autant de pulsations que de degrés de liberté.

La solution générale est donc une combinaison de deux modes :
{xl = Ay, cos(w it + @) + Ay, cos(w,t + @,)
Xy = Ay cos(wit + @1) + Ayy cos(wyt + @)

Les constantes A;; et ¢, sont détermines a partir des conditions initiales. Le premier indice se réfere a la
coordonnée et le second a la pulsation.

Nous avons quatre conditions pour six inconnues. Les amplitudes dans chaque mode sont liées par des
relations que nous appelons rapports d’amplitudes.

mode 1 (w = w1) :

{Xl = A11 COS((A)lt + 901)
X, = Ayq cos(wqt + @q)

Elles satisfont aux équations du mouvement :
(_m(l)% + k + kO)All - k0A21 = O

Nous remplagons w? par son expression, pour trouver le premier rapport :
A21

1
Aqq
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mode 2 (w = w,) :
x1 = Ay, cos(wyt + @,)
{xz = A,, cos(w,t + ¢@,)
Elles satisfont aux équations du mouvement :
(—mw3 + k + ko)Ap — kodyy =0

Nous remplagons w3 par son expression, pour trouver le premier rapport :
An
A12

Ce rapport permet d’écrire la solution générale comme suit :
X1 = Ajq cos(wyt + @) + Ajp cos(wyt + @3)
{xz = Ay; cos(wyt + 1) — Agz cos(wyt + @3)

=-1

A partir des conditions initiales nous pouvons déterminer les constantes A1, A1, @1 €t @,

Ces conditions donnent :
x1(t) = x,(t) = a cos(w;t)

temps (5)

Figure 2
Le systeme oscille dans le mode 1 et les deux masses sont en phase (Figure 2).

Cas 2 (x,(0) = —x,(0) = a et x,(0) = x,(0) = 0)
Ces conditions donnent :
x1(t) = —x,(t) = a cos(w,t)

Dans ce cas, le systéme oscille dans le mode 2 et les deux masses sont en opposition de ph

[ [ [ —

temps (S)

-a [ [ [ [
temps (s)

Figure 3

40
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Cas 3 (x,(0) = a, x,(0) = 0 et %,(0) = #,(0) = 0)

Ces conditions donnent :
Wy — W w1+ w
x,(t) = acos [(%) t] cos [(%) t]

x1(t) = asin [(%) t] sin [(%) t]

a T T T T T T T T

temps (s)
a T T

-a I I L

temps (s)

Figure 4

Nous appelons ce mode d’oscillation, le mode battement. Ce mode existe dans le cas des faibles valeurs

de couplage (k, faible).

2. Oscillations forcées de systéemes a 2 degreés de liberté

Dans le cas d’un systéme forcé a 2 degrés de liberté, soumis a des forces qui dérivent d’un potentiel
et a des forces de frottement proportionnelles a la vitesse les équations de Lagrange s’écrivent :

(d oL 0L N oD ow
dtdq; 0q; 0q; 0qq
d L aL N oD oW
dtdq, 0q; 09, 0q;
W représente la somme des travaux des forces extérieurs.
Soit le systéme mécanique de la figure (5).

F(t)
—>

(OIOBIOI‘)

Les énergies cinétiques et potentielles sont :
1 .
T = Em(xl2 + %3)
1
U= > [kx? + kx2 + ko(xy — x1)?]
La fonction de dissipation :

D = Eaxlz

Le travail effectué par la force F(t) le long d’un déplacement x; est :
W = F(t)x,(t)
41
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Dans le cas d’une force sinusoidale d’amplitude F, et de pulsation w : F(t) = Fye'®t
Les équations de Lagrange s’écrivent :
d oL oL 0D oW
Eb@_am+an‘a%ziymfumy+w+k@ﬁ—kﬂézp
d oL dL oD oW mi, + (k + ko)x, —koxy =0
dtox, 09q, 9%,  ox,
Dans le régime permanent les solutions s’écrivent :
x1(t) = Ael@t+1) et x, (t) = Bell@t+ez)

Nous avons donc :
X1 = lwxq, X1 = lwXq1, Xy = WXy €L X, = (WX,
En remplacant dans le systéme d’équation :
[-mw? + k + ko + iaw]x; — kox, = F
{ [-mw? + k + kolx, — kgx; =0
Finalement :

X1=F

(—mw? + k + k)
(—mw? + k + ky)? — k& + iaw(—mw? + k + k)
k
X2 = Fl 2 2 20 ; 2
(—mw? + k + ky)? — ki + iaw(—mw? + k + k)
Nous obtenons les pulsations de résonance

k k + 2k
Wra = [T @r2= | -

k + kg
m

La pulsation d’antirésonance

Wy =

Nous obtenons deux résonances et une antirésonance caractérisée par un déplacement nul.
Nous définissons I’impédance d’entrée comme le rapport suivant :

Lo F (—mw? + k + ko)* — k§
e_xl_“ ' w(—mw? + k + k)

T T T

Figure 5
A la résonance I’impédance est minimale Z, = a.
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En absence d’amortissement, I’amplitude est infinie (Figure 6). A I’antirésonance 1I’impédance est
infinie (Figure 7).

(l)l (l)a (1)2 [0)

Figure 7
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Exercices et problemes corriges
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Exercice 1

La masse m de la figure ci-contre est fixée a I’extrémité d’une
tige rigide sans masse et longueur I. La tige est soudée a un
cylindre homogene de masse M et de rayon R. Le cylindre
peut rouler sans glissement sur un support horizontal. A
I’équilibre, la tige est verticale suivant ’axe Oy (Figure 1) .
1. Quel est le déplacement du centre de masse OO’ du
cylindre ?

2. Quel est le déplacement latéral de la masse m du pendule
ainsi que son déplacement vertical ?

3. Calculer I’énergie cinétique, quelles doivent étre les
approximations pour obtenir une expression quadratique de
cette énergie ?

4. Déterminer 1’énergie potentielle, déduire 1’expression du
lagrangien ainsi que 1’équation de Lagrange, quelle est la
pulsation wo et 1’élongation O(t) solution du systéme ?
Déterminer la vitesse de rotation de la masse m lors de son
passage par la verticale.

Solution
1. le déplacement OO’ : X, = RO é,.

2. Le déplacement de la masse M :

— {RQ—lsinH
mm' =

—I(1 —cos0)
3. L’énergie cinétique du systéme :
T = TM + Tm
avec .
Ty = Trotation + Teransiation = ZMRZéZ

1 .
Tm = Em(R - l)292

Approximations : cos@ = 1 etsinf = 0.

4. L’énergie potentielle du systéme :

2
U=mgl(1—cosf) = mgl7

Le Lagrangien du systeme :
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L=T-U= 3MR292 + ! (R —1)%6? 192
- " 2" mIt
L’équation de mouvement s’écrit :
d(mj aL—o:ﬂ?MW+-(R 0?|§+mgto =0
dt\og) 90 2 m mgr =
La solution de cette équation est :
0(t) = Acos(wyt + @)

avec .

mgl
(1)0 -
S MR? +m(R — 1)’

qui représente la pulsation propre.
La vitesse de rotation lors du passage de la masse m par la verticale 8 = +w,A.

Exercice 2

Figure 2

On considere le dispositif mécanique ci-dessus constitué d'une masse m qui glisse sans frottement sur
un plan horizontal. Le déplacement horizontal de la masse m par rapport a sa position d'équilibre est noté
x. Un c6té de cette masse est relié a un bati A par l'intermédiaire d'un amortisseur de coefficient de
frottement visqueux «a; ce bati peut effectuer des oscillations horizontales autour de la position d'équilibre
représentées par la fonction s(t). L'autre coté de la masse est fixé a un ressort de raideur K par un fil
inextensible et de masse négligeable, qui s'enroule sans glissement sur une poulie cylindrique, de masse

M et de rayon R (Figure 2). On donne le moment d'inertie de la poulie par rapport a son axe : [ =

A. Lebati Aestfixes(t) =0:

1. Montrer que I'équation différentielle du mouvement s'écrit :
¥+ 26% + wix =0
Donner les expressions de § et w, en fonction de a,m, M et K.

46
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2. Donner I'expression mathématique de x = f(t) dans le cas particulier ou & = w, et pour les

conditions initiales suivantes : x(t = 0) = x, et x(t = 0) = 0.
B. Le bati A subit un déplacement horizontal donné par : s(t) = S, sin(wt) :
1. Montrer que I'équation différentielle du mouvement pour x s'écrit :
¥+ 26% + wix = BwS, cos(wt)
Donner I'expression de B en fonction de a, m et M.
2. Calculer I'amplitude et la phase des oscillations de la masse m en régime permanent sinusoidal.

3. Pour quelle pulsation observe-t-on un phénomeéne de résonnance pour x ?

Solution

A. Le béti est fixe :
1. Les énergies cinétiques, potentielles ainsi que la fonction de transfert sont :

T—l( +M)‘2U—11<2D—1 2
—Zm 2x, —zx, —Zax
ce qui donne :
¥+ 286%x + wix =0
avec :
5 a ) K
= WHh =
M / A M
2(7+m) (7+m)

2. La solution générales dans le cas particulier ol 6 = w, est donnée par :
x = (A+ Bt)e %
A partir de conditions initiales nous obtenons : A = x, et B = §x,.

B. Le bati est en mouvement :
Les énergies :
1

T=—<m+ﬂ)5c2 U==Kx*D =la(5c—$‘)2
2 2 ’ 2 ’ 2

L’¢équation du mouvement :
¥+ 26% + wix = fwS, e/t
) a
B=Ji

(F+m)

X = xoej(wt+(p)

2. La solution x :
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avec .
|BlwS, Sw
Xo = 9 =5 —Arctg| ———
V(0?2 — 02)? + 4522 2 wy — W

3. La pulsation de résonance est : w, = wy

Exercice 3

Dans lafigure 3, M et R représentent, respectivement, la masse et le rayon de la poulie. x; et X, représentent
les écarts des deux masses par rapport a leur position d’équilibre. Le systéme sera étudié en régime

permanent avec :F(t) = F, cos(wt).

Figure 3

1. Déterminer les énergies cinétique et potentielle, la fonction de dissipation et le potentiel généralisé

du systéme puis déduire les équations différentielles du mouvement .

2. Ecrire les équations aux vitesses (en fonction de x,(t) et x,(t).

3. En deéduire les équations du circuit électrique équivalent et donner le schéma électrique équivalent

dans [’analogie force tension.
4. Calculer I'impédance d'entrée du systéme électrique.

5. Pour quelle pulsation a-t-on le phénomeéne d'antirésonance?

Solution
1. Les énergies :
1 M 1 1
T = E(ml + ?) X2+ Emzfcg , U= > [kix? + kox? + ko(x, — x1)?]

Le travail de la force extérieure est : U, = Fx;
Les équations de mouvement sont :
48
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M
(ml + ?) jél + a)'Cl + klxl + ko(xl - xz) = F

mzj(.'z + kzxz + ko(XZ - xl) =0

2. Les équations aux vitesses :

: My . o ke ke
]w(m1+?)x1+ax1+j—wx1+j—w(x1—x2)=F

. ks . .
Jjom,x, +j_a2)x2 +j_a0)(x2 —%)=0

3. Les équations des mailles :

( 1
k1<:>C—
Foe 11 ( K) p
{}-Cl(:}il , <k2<:>C_ ’ {m1+2 < Ly )
Xy © I, 12 m, & L,
Lk0<:)C—0
(iji+Ri+ ! i ! (iy—iy) =F
1l STV T
o 1 13 9
twldzlz +jC2w 2 +jC0w (i — i) =

4. L’impédance d’entrée est :

7 % py (Z, +Zc, +2¢,) (20, + Z¢, + Z¢,) — 2,
¢ i1 (ZL2 + ZCZ + ZCO)

ou les Z,, représentent les impédances des différents composants électriques.

5. L anti-résonance est obtenue pour :

avec
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Exercice 4

Sur la figure 4, le circuit électrique (a) est un circuit RLC série alimenté par un générateur de tension e(t),
et le circuit de la figure (4. b) est un circuit RLC paralléle alimenté par un générateur de courant i(t). Ecrire
les équations différentielles qui décrivent les deux circuits et montrer qu’ils sont tous les deux équivalents
au systéme mécanique de la figure (4. ¢). Donner les éléments d’analogie entre eux.

et) @

(b)
Figure 4

F(t) m

(©)

Solution
Casa:
e®) =V, + Vg + 1V,
di 1
e(t) =La+RL+EJLdt
Casb:
i(t) =i, +ig+ic
] 1 V(t) dv(t)
i(t) =ZJV(t)dt+ R +C T
Cas mécanique :
F(t) = mX + ax + kx
F(t) = md—x+a9'c+kf5cdt
dt
Mécanique Cas a : circuit en série Cas a : circuit en parallele
F e(t) i)
m L C
o R 1/R
k 1/C 1/L
X i \Y
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Probléme 1:

Le systeme mécanique représenté sur la figure 5 est constitué d’un disque plein homogéne, de masse M
et de rayon R, pouvant osciller sans frottements autour de son axe passant par O.

La tige de masse m, de longueur OF = 2R est liée rigidement au disque.

Le point A, situé a la distance d = R/2 de 0, est relié a un bati fixe par un ressort de constante de raideur
K.

En position d’équilibre, le point A est au méme niveau que le centre O et la tige est horizontale. Par
ailleurs, I’ensemble subit un frottement visqueux représenté par un amortisseur de coefficient a fixé au

point B. Ay o
OB =R =20cm, M = 4m. B
F(t)
4 |0 E T \
o v
K
Figure 5

Dans tout le probléme, on considére des oscillations de faible amplitude.
I. Oscillations libres amorties :

Lorsque le systéme est écarté d’un angle Qo puis abandonné sans vitesse initiale, il se met a osciller. Le
mouvement enregistré est illustré par le graphe de la figure 6 représentant 6(t).

1. Le ressort est-il déformé a I’équilibre du systéme ? justifier la réponse.

2. Calculer la fonction de Lagrange du systeme.

3. Etablir I’équation différentielle du mouvement et la mettre sous la forme :

6+ 280 + w20 =0

Préciser les expressions de 6 et w,.

4. Déterminer la solution 6(t) de I’équation en tenant compte des conditions initiales. Que devient cette
solution si § < wy.

5. Déduire du graphe (figure 6) les valeurs de a et K sachant que M = 800 g.

1. Oscillations forcées amorties :

A présent, une force extérieure F(t) = F, cos(wt) est appliquée a I’extrémité E de la tige.

1. Déterminer I’expression de la force généralisée Fo associée a F(t). En déduire 1I’équation différentielle
du mouvement.

2. Trouver la solution de I’équation en régime permanent.
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3. Déterminer la valeur de Fo pour qu’a la résonnance I’amplitude maximale soit égale a 5.

4. Calculer la puissance moyenne fournie par la force appliquée au cours d’une période.

5. Quelle est la bande passante de 1’oscillateur ? En déduire son facteur de qualite.

3
6(0() |

2

Figure 6 1

Solution

|. Oscillations libres amorties :

1. L’¢énergie potentielle

avecy = 29
on trouve : KAl = 2mg.

2. L’¢énergie cinétique

avec .

3. Equation du mouvement :

1
U= EK(y + AlD? — 2mgy

1 /R\?
U=—K<—) 6% + ¢

27 \2
1 .. 1[5MR?].
— 2 _ _ 2
T =5 U +Jm)8 2[ - ]9
m(2R)? 1
Jm = 3 JM=§MR2
L L[5MR?] . 1K(R>292
ARG 2°\2 ¢
1 .
DZE(XRZBZ
6+ 260 + w2 =0
5= 3a s 3K
“sm YT Tom
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4. 6(t) = Ae %t cos(w,t + @) avec w, = / wé — 62

Conditions initiales :

Wy _ "
{9.(0) =6, _ (Q(t) = Bow—ae 5t cos(wgt + @)
70=0 @ = —arctg (ﬁ)

a
SIS Kwy=wy *wy =9 =0=06(t) =0, e % cos(wyt)

5. Du graphe on tire : T, = 2s et D~ 0597 = 6=0.299s"Ldoua=0.398kgs1.
ce qui donne K = 26.557 Nm™1.

Il. Extrémité E de la tige soumise a F(t) = F, cos(wt).
1. Nous avons

Fg = 2RF = 2RF, cos(wt).
2. L’équation de mouvement :
6+ 256 + w20 = A, cos(wt) avec : A, = 12F,/5MR

Le régime permanent est atteint approximativement a t=12s apres le début des oscillations.
La solution particuliére est de la forme 8(t) = 6, (w) e/@+?) avec A(t) = Aje/®t
on trouve :

(90(00) = Ao
[(wi — w?)? + (26w)?]1/?
tg(p) = 200
(wf — w?)
3. Alarésonnance, d8y(w)/dw = 0 = w3 = wj — 252
6, (wg) = 4o = F, = 0.01 N.

28\ wé — 62
4. la puissance instantanée fournie par F(t) :
F(t) = Fg8 = —2RF,w cos(wt) sin(wt + ¢)
La puissance moyenne :
t+T
1 1
P(t) = 7] P(t) dt = anszeg(w)
t
5. (P)max = (P(wy)) = ZFOZ/a ;
La bande passante est: 26 = |w, — w,4]

avec : (P(w1,2)) = (PYmax/2.
On trouve :

=20 _ 5984
Q‘z&‘ '
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Exercice 5

On consideére l'oscillateur linéaire (faibles amplitudes) F(®)

a deux degrés de liberté x,(t) et 6(t)de la figure ci- k1 ! ‘—’|

contre. ! . X
' M

A I'équilibre, la tige sans masse et de longueur L est

verticale et les deux ressorts sont au repos (Figure 7).
La masse M est soumise a une force sinusoidale Figure 7

horizontale F(t) de pulsation w et d’amplitude F,.

1. Donner les énergies cinétique et potentielle de ce
systeme. On posera

L
(1) =5 0(t)

2. En déduire les équations différentielles du
mouvement de ce systéeme en fonction de x, (t) et

x5 (t).

Dans la suite du probléme on posera :
M =m, k, = 2k, = 2k, wyg = \Jk/m =/2g/3L.

3. Décrire le mouvement du systéme lorsque w = w,. Calculer I'impédance d’entrée pour cette
pulsation.

4. Lorsque w = v2w,, calculer x; et x, en régime permanent. Décrire dans ce cas le mouvement du
systeme et déterminer I’impédance d’entrée.

5. Donner les équations aux vitesses puis leurs équivalents qui régissent le circuit électrique.

6. Donner le schéma électrique équivalent et étudier son comportement dans les cas ol w = w, puis
pour w = V2wy.
Solution

1. Les énergies

1 1 1 m
T = melz + Em(a’cl + 2%,)?% U= 5 [kx? + 2k(x; + x,)?] + ZTgxf
2. Les équations différentielles
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3. Enrégime permanent, les équations s’écrivent :

{(3k —2mw?)x; + 2k — 2mw?)x, = F(t)
(8k — 4mw?)x, + 2k — 2mw?)x; =0

Dans le cas ol w = wy, hous avons x, = 0. Le mouvement du systeme est une translation pure.

L’impédance mécanique d’entrée est :

B F(t) _k

IEAGERD)

e

4. Lorsque w = v2w,, nous avons x; = 0.

F(6)
T

Nous avons une antirésonance qui se traduit par I’immobilité de la masse M. Le mouvement est donc
une rotation de la masse m. Dans ce cas, I’impédance d’entrée Z, est infinie.

5. Les équations aux vitesses

k| 2k . ,

—x; + (— + Zlmw) (%, + x,) =F(t)

iw W

6k . . 2k .

(,— + Zlmw) Xy + (— + ZLma)) (k1 +%,)=0
iw iw

L’analogie force tension est faite :

F(t) & e(t),%,(t) = i1(1), X2 (t) = i,(t)

1 1
keo— 6k —2ke—2mes L
Ci C, ¢’

Les équations électriques :

1 . o
iCiw i, + (nga) + le) (i, + i) =e(t)

+iLw) i2+<

(iCzw iCzw
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¢y

— H . —
'i1+i2 L
Cs
@ E]L —

Dans le cas ou w = wy, le schéma électrique devient :

O

Cq N
| l:l1

L=1 |
’ II J
__C3
© CS@( T e
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Exercice 6

On schématise le mouvement plan d’un bateau par le systeme de la figure 8. On considere alors, la tige
AB homogene de longueur L et de masse m accrochée a deux ressorts de constantes de raideur k; et k.
La tige peut tourner avec un angle 8(t) autour d’un axe passant par son centre de liberté x; et x,.

On considérant le déplacement du centre de masse de la tige x; = [x; + x,]/2 et I’angle de rotation
6(t) = [x; — x,]/L. En se basant sur la méthode matricielle :

1. Calculer les énergies cinétique et potentielle du systéme et en déduire le systeme d’équations du
mouvement.

2. Trouver les pulsations propres du systeme, (dans ce cas ; on supposera que les deux constantes de
raideurs sont identiques k; = k.

3. Déduire les solutions x; et x, du systeme libre.
Soit F; (t) = F, cos(wt), la force verticale exercée par la houle sur le degré de liberté xa(t).

4. Trouver la solution générale x; et x, du systeme forcé.

Figure 8
Solution

1.

1m m m 1 1
T=E(§xf+§x§+§x1x2) B U=Ek1Xf+§k2X22
Les équations du mouvement :

m-' mll
—x1 +_x2 + k1x1 = 0

3 6

m . m .o

?Xz +€x1 + kzXz =0
2. Les pulsations propres sont :

2k _ |6k

Wy, = y Wy = m

3. Les rapports d’amplitude :
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mode 1: w = w4, x; = A11 cos(w;t + @;) et x, = Ay; cos(w it + ¢1)

Ontrouve A5, = A4

mode 1: w = w,, x; = A1; cos(w,t + @,) et x, = Ay, cos(w,t + @)

Ontrouve A;, = —A,,

Finalement les solutions générales s’écrivent :

X1 = A11 COS((Ult + 901) + A12 COS(wzt + (pz)
Xy = A11 COS((I)lt + (pl) - A12 COS(O)zt + (pz)

4. Cas d’une force extérieure sinusoidale :

Les solutions s’écrivent :

m__+m._ +k F
=X +—=X X1 =
3 X1 T g X2 T KX

m

.. mll
?Xz +€x1 + kzxz == 0

k-2 w?
(k-30%)
2

(k-Fe2) - (Fa2)

F

X1 =
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Probleme 2
I. Régime libre

Le systeme mécanique représenté par les figures 9.a et 9.b, comporte une barre rigide de masse M et
longueur 2L qui est reliée par trois ressorts de raideur k4, k, et k3 que 1’on suppose verticaux. Au centre
de gravité O de la barre on soude un pendule simple de masse m avec une tige rigide sans masse et de
longueur L. Au cours du mouvement (Figure 9 (b) ) la barre effectue un déplacement vertical 00’ = y
que I’on appelle le pompage et un mouvement de rotation autour de 1’axe horizontal passant le centre O,
repéré par ’angle 6 nommé tangage. A 1’équilibre y = 0 et 8 = 0 (Figure 9 (a)).

On suppose que le systéme effectue des oscillations de faibles amplitudes autour de la position d’équilibre.

1. Déterminer les énergies cinétique et potentielle en précisant les approximations nécessaires. Déduire
le systéme d’équations différentielles du mouvement en fonction des coordonnées y et L6 ?

2. Quelle est la condition que I’on doit imposer pour assurer le découplage du systeme ?

3. Déterminer les pulsations propres wg, et wq,, ainsi que les solutions y(t) et 6(t).

Figure 9 (a) (équilibre) Figure 9 (b) (mouvement)

Il. Régime forcé

Dans cette partie, I’extrémité supérieure du ressort k5 subit une déformation s(t), d’amplitude s, et de
pulsation w. Un amortisseur de coefficient d’amortissement a est placé en paralléle avec k,, tel-que
représenté sur la figure 10.

En tenant compte des conditions de découplage (question (2) de la partie 1).

1. Montrer que le systeme d’équation obtenu régit un mouvement en régime forcé. Donner dans ce cas
I’expression de la force équivalente F,,(t) (On posera x = L6).

2. Ecrire les équations aux vitesses en x(t) et y(t).Donner la relation entre ces deux vitesses. Pour quelle
pulsation w, x(t) et y(t) sont-elles en phase ?
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3. Calculer I'impédance d’entrée Z, = F,,(t)/y (t) en absence d’amortissement. Déterminer la
pulsation w2 pour la laquelle la cause et I’effet sont phase ? Comparer ces deux pulsations (w; et w,)
aux pulsations propres du régime libre, commenter ?

4. On revient aux conditions de la question 1 de la partie 1. Déterminer les équations électriques dans le
cas de I’analogie force -tension, en déduire le circuit électrique, que devient le schéma électrique pour
w=w?

_T s(t) = sy et

v

Figure 10

Solution
1. coordonnées :

0—0—;{xoi0 , m{xmz L sin@
Yo=Y Ym = Lcos® —y

1(ML? . . ) . : . A
T = > TQZ + My? + m(y? + L2602 + 2L sin(0)y0 )

avec sin(8) = 0

U—lk L6 + 2+1k L92+1k 2+m‘g(w)2
=5 1( y) > 2 (¥ ) > 3(¥) o]
d’ou:
M mg
r={ztm O |w=[ater ark
0 M+m ki — ks ki + ky + k3
M .. mg
(§+m)L6+ k(L6 +7) + k(16 = ) + 5216 = 0

M+m)y+ k;(LO+vy)+ky,(y—L6O)+ksy=0
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2. le systeme est découplési k;, =k, =k

M .. mg
(?+m)L9+ 2kL9+TL9:0

M+ m)y+ 2ky+k;y =0

3. D’ou:
2
) (07, =2kt Mol
J+ wgy =0 . 2k+ky
@o2 = M+ m

y(t) = yo cos(wozt + @3) et 6(t) = by cos(wort + ¢y)
Régime Forcé
1 2
U(ks) = §k3(5 —)
1 .2
D, = Ea(y —X)
Equations du mouvement
M+ m)y+ 2ky +k3y+a(y —x) =kzs=F,
mgx

M
<§+m>5c'+ 2k x +T+a x —-y) =0

Equations aux vitesses

2k + k
(ja)(M+ m)y+(j—w3)y+a(y —x) = k3s = Feq

m
. (M+ > +(2’<+Tg).+ G —9) =0
Jw 3 m)|x ja) X a\x y) =
Relation entre x et y
y _1[ (M ) 1 mg
—=j—|w(= ——(2k+—)|+1
7 ]aa)3+m a)(k+L)+

X et y sont en phase si leur rapport est réel positif donc la partie imaginaire doit étre nulle. Cela est
possible si :

,  2kI>+mgL
i =yp = oh
3 + mlL?
doi: y/x =1
L’impédance Z,(a = 0)
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Feq (1)

Z, = v = jo(M +

La cause et ’effet sont en phase si Im(Z,) = 0

La pulsation est :

2k + k4
M+ m

w,; =

m) +

(2k + k3)
Jjw

2
= Wo2

Les deux pulsations w, et w, sont les pulsations de résonance, elles sont aussi les pulsations propres du

régime libre.
4,
Analogie mécanique Electrique (force tension)
M, M/3, m Ll! LZ ’ L3
2k, ks mg/L 1/Cy, 1/C,, 1/C5
a R
y : X I : I,
(Joa+ L)+ (ot oo + ROy~ 1) = e(®)
1
ijw(L2+L3)12 +( C )12 +R(I; —-5L)=0
1
L, Ly G G, L, L; € Ci._
L I
A 4
e(t)
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Dans le cas oU w = w4

Le systéme d’équations devient :

1
jw(Ly + L)l + (—+ I =e(t
jw(Ly 3) (ja)Cl ja)CZ)l e(t)
Ce qui est schématisé par le circuit électrique ci-dessous :
==
I

e(t)

Exercice 7

Soit le systéeme a deux degrés de liberté représenté par le schéma ci-dessous (Figure 10) :

aVECk1=k2=k,k0¢k,m1=m2=m

Figure 10

1. Etablir les expressions de I'énergie cinétique T, de I'énergie potentielle U, du lagrangien L et de la
fonction dissipation d'énergie D de ce systeme en fonction des déplacements x,, x, et des vitesses
correspondantes x,, x, des masses.

2. En déduire les équations différentielles de ses mouvements.
3. Pour leur résolution , faites le changement de variables suivant :
Yi=%1tx; 8t y, = X1 — X
Quelle remarque faite vous sur les nouvelles équations obtenues.
Comment appelle-t-on, en mécanique, ces nouvelles coordonnées genéralisees y, et y,.
4. Donner les expressions des solutions y; (t) et y,(t), celles des pulsations propres du systéme qui en

découlent et du facteur d'amortissement §.
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5. En déduire les solutions générales des déplacements x; (t) et x, (t).
On donne les conditions initiales suivantes :
x1(0) =0, xZ(O) =0, J'C1(0) =V, %,(0) = =V,

en déduire le type de mouvement d'oscillations qu’effectuent les deux masses et le réle de I'amortisseur
dans celui-ci.

Solution

1. Les énergies
1 .2 .2 1 2 2 1 2
T=Em(x1+xz) , U=§k(x1+x2)+§ko(x2—x1)
La fonction de dissipation :
1 ..
D= Ea(x2 — %1)?
2. Les équations différentielles de mouvement

{mjél + a(xl - xz) + kx1 + ko(xl - xZ) = 0
mj(:'z + a(xZ - xl) + ka + ko(xZ - xl) — 0

3. Apres changement de variable :

{371 +wfy; =0

Vo + 28y, + w5y, =0
avec :

k k+ 2k a
w%:E’ wgzu’ S

m m
Les équations sont découplées. Nous appelons ces coordonnées les coordonnées principales.

4. Les pulsations propres ainsi que le coefficient d’amortissement sont respectivement :

k /(k+2k0) a
w, = [—, Wy, = [———, 6= —
m m m

y1 = Acos(w,t + ¢q)
y, = Be % cos(w,t + ¢,)
5. Les solutions des équations sont :
x; = Acos(w;t + @,) + Be % cos(w,t + @,)
x, = Acos(wit + @) — Be % cos(w,t + ¢,)
En utilisant les 4 conditions initiales nous trouvons :

T Vo
AZO, (pZZE, B:w—
2
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Exercice 8

On considere le systeme mécanique représenté par la figure 11. Une force sinusoidale d’amplitude Fo et

de pulsation w, (F(t) = F, cos(wt)), est appliquée sur la coordonnée y,. On considére les oscillations de
faibles amplitudes.

1.

2.

Déterminer 1’énergie cinétique, 1’énergie potentielle ainsi que la fonction de dissipation du systeme.
Etablir les équations différentielles en y; et y,, régissant le systéme.

Déterminer I’impédance mécanique d’entrée du systéme Z, = F /y,.

Donner le schéma électrique equivalent.

Décrire le mouvement lorsque w? = k;/m;.

Calculer les vitesses instantanées y; et y, des masses m; et m, dans le cas ol k, = 2k, et m; =
m,.

Calculer la puissance instantanée fournie par le générateur mécanique ainsi que la puissance
instantanée dissipée par le systeme. Comparer et commenter.

Calculer la puissance moyenne fournie par le générateur mécanique, la puissance moyenne dissipée
par le systeme. Comparer et commenter.

|
may

] T ]"1 ()

kz a2

y1l"'

Figure 11
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Solution

1. T,UetD.
1

1 ) ) 1 ) 1 ) )
T = E(mﬂﬁz +myy3) U= Ekﬂ’lz +kyys, D= EQZYZZ +§a1(y1 — ¥2)?

2. Etablir les équations différentielles.

{m15}1 +a;(y1 —y2) +kyy; =0
My, + @y, + a1 (Y, —y1) + kyy, = F

3. Déterminer I'impédance mécanique d’entrée Z,

ai

Ze=a1+a2+jm2w+,_2_ k
ay + jmiw + =

Jjw
4. Schéma electrique equivalent.
(k o —
I::'Qe. 1 Cl m1<:>L1 a1<:>R1
X, S
. s 1 my, & Ly ’ a; © R,
Xy S 1y k2 o —
C;
(i Ry (i <) + 1 5
wi i, —i — i, =
JLiwly 1\l 2 iCiw 1
jsziz + Rziz + Rl(iz . ll) +]C2w iz =e
h—'
Iy L b=l |,
G R,
Gy

5. Dans le cas ol w? = k,/m, les deux masses sont en phase y, = y,.

6. Les vitesses instantanées y, et y, dans le cas ou k, = 2k, et m; = m,.

, 2k a?
Ze =0y +a,+jmw+-—— T
a, + jmw +j_w
. F aq )
Y2 =71 = Y2
Ze : k.
a; +jmw +ja)
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7. Calcul des puissances instantanées.
La puissance founie instantannée : Py = Fy, = —wF;Y,, cos(wt) sin(wt + ¢)
La puissance dissipée instantannée : P, = ay,y, = ayZ, cos?(wt + ¢)

8. Les puissances moyennes.

1
(Pf) =(P) = E‘Z}.’zzo

Les puissances moyennes sont égales ce qui montre que le systéme mécanique est soutenu.
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Probléeme 3

A. Systéme a un degré de liberté

On se propose d'étudier les oscillations d'un systeme constitué a_
d'une tige de masse négligeable, de longueur 2¢, portant a ses —Lt
extrémités deux masses mz et my et pivotant autour d'un axe fixe

O passant par son milieu.

Lamasse m; est reliée a des batis fixes par un ressort de raideur Figure 12

K et un amortisseur de coefficient de frottement visqueux a.

A l'équilibre statique, la tige est verticale, le ressort n'est pas
déformé et on repére les oscillations de faible amplitude par
I'angle 6 que fait la tige par rapport a la verticale ( Figure 12)

1. Régime libre amorti
a. Calculer le Lagrangien L(H, 9) et la fonction dissipation d'énergie D de ce systeme.
b. En déduire I'équation différentielle du mouvement, le facteur d'amortissement & et la pulsation propre
Wy -
c. Sachant que le systeme effectue des oscillations libres amorties dont I'amplitude 6,,,, diminue de 80
% au bout de 8 pseudo-périodes et que :

T,=1s; my, =2my =2m =2kg; £=10cm; g =10ms™?

trouver les valeurs numériques de k et de a.

2. Régime forcé amorti

On applique sur la masse my une force F(t) = F, cos(wt) perpendiculaire a la tige.

a. Ecrire la nouvelle équation du mouvement

b. Donner I'expression de I'amplitude des oscillations en régime permanent

c. Calculer l'intensité F, de la force sachant que I'amplitude maximale 6,,,, , a la résonance , vaut /45

B. Systeme a deux degreés de liberté

Dans le systeme précédent, on supprime I'amortisseur et on insere entre le ressort k et le bati un
oscillateur constitué d'une masse M et d'un ressort de raideur ko pour former un nouveau systéme a 2
degrés de liberté ( Figure 13)

Le mouvement de la masse M est donné par son déplacement horizontal x, et on posera cette fois
x, = 6.
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a. Calculer le Lagrangien L(xy, x5, %1, %) du p X1
systeme.
b. En déduire les équations différentielles de son
mouvement.
c. Calculer ses pulsations propres w; et w, en
fonctionde M, k etk si:

M =3m et ko=mg/?

Figure 13

N. MAGHLAOUI

Solution

A. Systéme a un degré de liberté.
1. Régime libre amorti.

a.
1 2 1 02 2
L=T-U-= E(m1 +m,)(16)" = Ek(u9)2 - ngl7 + mlgz7
1 .
D = = a(16)°
2
b.
6 + 280 + wi0 =0
a kl? + mygl — my gl
§=——-—0, wy =
2(my +my) (my + my)l?
C.
In(5
a = 2(m1 + m2)6 = 2(m1 + mz) ( )
8T,
_ 2 mi;g —myg
k =(my + my)w§ + )l
avec :
Wy =+ w2 + 62

1. Régime forcé amorti.
a. L’équation de mouvement devient :

. . F

0 + 2660 20 =——

" T (my + my)l

b. En régime permanent, I’amplitude s’écrit :
Fo

0. =
° (my + M)l (w2 — w2)? + 462w?

c. La fréquence de résonance est : w, = /w3 — 262
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Fo

2] =
omax (my + my)l 26/ wé — 52

B. Systéeme a deux degrés de liberté

a. Le Lagrangien :

x3

1 1 1 1
L=T-U =§(m1 + my)x3 +§M5cf —Ekoxlz —Ek(xz — x1)? —mgz;

b. Les équations du mouvement :
{Mxl + k0x1 + k(x1 _xz) == O

X
3mi, + k(x, —x;) + mgT2 =0

ky 2k + kg
(1)1 = M, 0)2 = M

c. Les pulsations propres sont :
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Exercice 9

On considere une tige AB rigide, de longueur ¢ et de masse négligeable. Son centre est relié a un bati B:
par I’intermédiaire d’un ressort 16k en parallele avec un amortisseur de coefficient de frottement visqueux
4q. Elle peut tourner, dans le plan vertical (xOy) autour d'un axe fixe passant par son extrémité A. Une
masse ponctuelle m; est soudee a son extrémité inférieure B. La masse m est reliée a une deuxieme masse
ponctuelle my par I'intermédiaire d'un ressort de raideur k (Figure 14). La masse my glisse sur un plan
horizontal et est relié a un bati B, par I’intermédiaire d’un ressort k. A I'équilibre, la tige AB est verticale
(6 = 0) et le ressort n'est pas déformé. On désigne par x1(t) et x2(t) les déplacements respectifs suivant
I'axe Ox de my et de mo par rapport a leur position d'équilibre.

On s'intéresse aux oscillations de faible amplitude (x; = £8). Dans tout le probléme, on négligera les
forces de frottements. On note g l'accélération de la pesanteur.

Une force excitatrice d'intensité F (t) = Fye®®%) ol 2w est la pulsation, est appliquée dans le plan (x0y)
et perpendiculairement a la tige AB, au point O’ milieu de AB (Figure 14).

1. Etablir les équations différentielles qui régissent les variations de x1 et x» dans le cas ou 4mg /¢ = 3k,
m; =4metm, =m.

2. Ecrire en notation complexe les équations aux vitesses x; et x,. Déterminer I’impédance d’entrée
Ze = F(t) /%1 (D).

3. Déterminer la pulsation w, pour laquelle la masse m, reste immobile.
4. Calculer les pulsations wg; et wg, pour lesquelles la masse m; et la force F(t) sont en phase.

5. Dans le cas ou I’amortissement est négligeable (@ = 0), que devient x; (t) pour les pulsations wg; et
wWg,. Que représente ces pulsations.

>

O g

B:

---- -
OE :_> — X
! ' Xa I X2
y¢ Figure 14
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Solution

1. Ecriture des énergies et de la fonction de dissipation.

1 R
T=§4mx1+§mx2
11 , 1 x}
U=§4kx1 +§k(x2—x1) +§kx2 +4mgﬁ

1 4mg 1
U=§(5k+ 7 )xf+§2kx§—kx1x2
1
D=EC¥5C12

Pour le premier degreé de liberté :

; . auy
4m i, + a X1 + 8kxy — kx, N,
1
Comme
0 X1
= —_— F =
U, =F(t)¢ > (t) 5
alors
F(t
Pour le 2°™ degré de liberté :

2. Ecriture des équations aux vitesses et détermination de I’impédance d’entrée.
L’excitation F(t) = Fye&®D.
Les solutions en régime permanent s’écrivent :
x1(8) = X1e(2jwt)' x,(8) = Xze(zjwt)
De ce fait : x; = 2jwxy, X, = 2jwx, et ¥y = 2jwxy, X; = 2jwx,.
Pour I’équation (1) nous avons :

Sime i + .+4k. k . F@)
jmw X, + a X, ijl Y =—

— ®)
J
Pour 1’équation (2) nous avons :
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2jmwx2+j—wx2—2wa1 =0 4
De I’équation (4) nous avons :

k
. : 5
X2 2(k — 2mw?) *1 ©)
En injectant I’expression de x, en fonction de x; (relation 5) dans 1’équation (3) nous obtenons :
4k k? F(t)
. aK _ 5
1 l8]moo ta +jw 4jw(k — 2mw?) l 2 ©)
Finalement :
F(t 16k — 32mw?) (k — 2mw?) — k?
FO e mo?)( ) -
x4, (t) 4jw(k — 2mw?)

3. La pulsation pour laquelle la masse m, est immobile est :

Dans ce cas I’impédance d’entrée Z, est infinie.

4. Les pulsations pour lesquelles la force F(t) et la vitesse x, (t) sont en phase sont les pulsations pour
lesquelles I’impédance Z,, est réelle positive, pour cela il faudrait que :

16k — 32mw?)(k — 2mw?) —k? =0
(

On trouve :
3k sk
WR1 = 8m'wR2 . |8m
5 a=0,
() = 1 4jw(k — 2mw?) F©
X =516k — 32mw?) (k — 2mw?) — k2
d’ou:

1 4(k — 2mw?)
70 =3 l(16k —32mw?)(k — 2mw?) — kzl F© ®)
Pour les pulsations wg; €t wg, x;(t) = o0, nous avons un phénomene de résonance. Ces pulsations
représentent les pulsations de résonance.
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Exercice 10

Figure 15

v

y
La figure ci-dessus (Figure 15) représente une maquette permettant d’étudier au laboratoire le mouvement

d’un immeuble lors d’un tremblement de terre. L’immeuble est représenté par une barre de masse M

pouvant osciller, sans frottement, dans un vertical autour d’un axe passant par son extrémité inférieure.
La distance séparant le centre de masse G de 1’axe de rotation est h. le moment d’inertie de la barre par
rapport a un axe perpendiculaire passant par son centre de masse est I;. la rotation est repérée par 1I’écart

angulaire 6. Lors de ce mouvement le ressort spirale exerce sur la barre un moment de rappel M = —C8,

. : . 1 ,
I’énergie potentielle correspondante est U, = EC 62. D’autre part, la barre peut effectuer un mouvement

de translation repéré par 1’écart x par rapport a la position d’équilibre. Elle est reliée aux batis A et B, par
deux ressorts identiques de raideur b/2. A 1’équilibre (x = 0,8 = 0) les ressorts ne sont pas deformés.
1. Donner en fonction de x, 6 et h les déplacements du centre de masse G.

2. En déduire I’énergie cinétique et 1’énergie potentielle du systéme pour les oscillations de faible
amplitude.

3. Etablir les équations différentielles du mouvement qui régissent les variations de x et 8 en fonction
du temps. Montrer que ces équations différentielles peuvent s’écrire :

¥+twix+yfd=0 b
. . 2 Ouw0= -
aX+ 60+ Pwid =0 M

Donner les expressions de y, a et B en fonction de M, h, b, C et I, puis donner leurs unités.

4. Calculer les pulsations propres en fonction de w, danslecasou f =1(S.1.),a =1(S.1.) ety =
1/2 (S.1.) (Les unités S. 1. sont demandées ci-dessus).
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5. Déterminer les rapports d’amplitudes dans chacun des modes et déduire les expressions des solutions
génerales de x et 6 en fonction du temps.

Solution

1. Les déplacements sont :

GG’

—>{xc =x+ hsinf
¥e¢ = h(1 — cos 8)

2. Energie cinétique (Théoréme de Koning) :

1 .01
To = 1667 + 5 Mg

avec :
.\ 2
vg = %% +y% = (x + ho)
Finalement :

1 .1 1 .1
T, = EIGHZ +§Mv§ = EIGHZ +EM(x + ho)

1 1 . .
T; = EMxZ + E(IG + Mh?)0% + Mhx0

L’énergie potentielle est :
1 1
U= bez +§(C - Mgh)@z

3. les équations différentielles du mouvement :

doL OJL

aox ox " {M}'&+Mhé+bx=0
d oL oL _ (I¢ + Mh*)8 + Mhi + (C — Mgh)6 = 0

qui peut se mettre sous la forme suivante :

¥+wix+y8=0
ai+ 6+ pwid =0

avec .

_ M(c - Mgh) Mh

V=R BEy ey YT U D

4. Danslecasouta=p=2y=1:
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2_, 2 W
Alw) = |©0~ @ 2 | =0= (03— w?)?—-w*

Les pulsations propres sont :

wq = ’Z—ﬁa)o,c%: ’2"’\/5(1)0

5. Le rapport des amplitudes :

Pourlemodel: w = w; =vV2 — V2 w,
Les solutions sont :

{x = Ay cos(wyt + ¢1)
0 = Ay cos(wt + ¢4)

Dans ce cas :
2
w7
w3 — w? o) 311] _
2 2 2 21
—wq Wy — Wy

Ontrouve A,,/A;; =V2m™L.

Pourlemode 2 : @ = w, = V2 + V2 w,

Les solutions sont :

{x = A, cos(w,t + ¢@,)
0 = Ay, cos(wyt + @)

Dans ce cas :
2
w3
w% - w% —7 Alz] =0
.2 2 _ 2 A2z
w3 Wy — W3

On trouve A,,/A;, = —V2m™.
Les solutions geénérales sont :

x = Ay; cos(wit + @) + A1, cos(w,t + @5)
0 = V2[Ay; cos(wit + @1) — Ay, cos(wyt + @5)]

76
N. MAGHLAOUI



Exercice 11

B Figure 16

yV

La figure ci-dessus (Figure 16) représente une maquette permettant d’étudier au laboratoire le mouvement
d’un immeuble lors d’un tremblement de terre. L’immeuble est représenté par une barre de masse M
pouvant osciller, sans frottement, dans un plan vertical autour d’un axe (A) passant par son extrémité
inférieure. La distance séparant le centre de masse G de 1’axe de rotation est h. Le moment d’inertie de la
barre par rapport a un axe perpendiculaire passant par son centre de masse est I;. La rotation est repérée
par I’écart angulaire 6. La barre peut effectuer un mouvement de translation repéré par I’écart x par rapport
a la position d’équilibre. Elle est reliée aux batis A et B, par quatre ressorts identiques de raideur b/2. A
I’équilibre, (x = 0,0 = 0), les ressorts ne sont pas déformes.

1. Donner en fonction de x, 6 et h les déplacements du centre de masse G.

2. En déduire 1’énergie cinétique et 1’énergie potentielle du systéme pour les oscillations de faible
amplitude.
3. Etablir les équations différentielles du mouvement qui régissent les variations de x et 8 en fonction

du temps. Montrer que ces équations différentielles peuvent s’écrire :
.o 2 My y 2
X+twgx+y0+-wid =0 2b
2 ou wg = [—

0 + w36 + a¥ + Swix =0 M

Donner les expressions de a, B, y et § en fonction de M, M, h, b et I, préciser leurs unités.

4. Calculer les pulsations propres en fonction de w, danslecasou a = 1/2 (S.1.), 8 =1(S.1.) ety =
1/2 (S.1.)etd = 1/4 (S.1.) (Indiquer en détail les unités S.1.).

5. Déterminer les rapports d’amplitudes dans chacun des modes et déduire les expressions des solutions
générales de x et 6 en fonction du temps.
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Solution

1. Les déplacements sont :

¢ =X+ hsinf
GG {yG = h(1 — cos9)
2. Energie cinétique (Théoréme de Koning) :
1.1
TG = EIGH + EMUG
avec :
vg = %2 + 92 = (% + h6)’
Finalement :
1 .01 1 .01 .
Tg = E16492 + EMU?; = 51692 + EM(x + ho)
1 .1 . y
T, = Esz + E(IG + Mh?)0?% + Mhx6

L’énergie potentielle est :
2

i
U = bx? + (bh? ~ Mgh) =+ bhxf

3. les équations différentielles du mouvement :

d oL 0L

2oz ox 0 {Mﬁc’+th9+2bx+bh9=0
doL oL (Ig + Mh?)6 + Mh#% + (bh? — Mgh)6 + bhx = 0

dtog 06

qui peut se mettre sous la forme suivante :

{x+w0x+y6+yw 00 =0

6+ Bwif + ai + Swix =0

avec .

Mh M(bh% — Mgh) M h
@OQ=—", ﬁ = , Y= h, S=——
(I, + Mh2) 2b(I; + Mh?) 2

Les unités
a(m™1), B est un coefficient sans unité, y (m), §(m).
4. Danslecasola=4mL,=1y=4met§ =2 m:

¥+ 40 + wdx +2w30 =0
4% + 0 4+ w30 + 2wix =0

wi—w? 2wl - 4w?

Aw) =
(@) ‘ng —40w?  wi - w?

=0 = (0% — w?)? - Q2w:—-40?»)?*=0
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Les pulsations propres sont :

1 3
Wy = gwo;(‘h: g“)o

5. Le rapport des amplitudes :

1

Pourlemodel:wzwlz\/;a)o

Les solutions sont :

{x = Ay cos(wqt + 1)
0 = Ay cos(wt + ¢4)

Dans ce cas :

w3 — w? 2wl — 4w? A11] W,
203 —4w? w3 =w? |42

Ontrouve A,;/A;; = —1m™L

3
Pourlemode2: w = w, = < Wo

Les solutions sont :

{x = Ay cos(w,t + @,)
68 = A,, cos(w,t + @,)

Dans ce cas :

wi—wi 2w3 - 4w Alz] _ 0
203 — 4w? w3 — w3 |42

Ontrouve A,,/A;, = —1m™L
Les solutions générales sont :

{ x = Ay; cos(wit + 1) + Ay, cos(w,t + @5)
0 = —A;; cos(wit + @1) + Aj; cos(wyt + @,)
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Probléeme 4

Partie 1 : Systeme a un degré libre

Soit le systeme dynamique représenté sur la figure ci-dessous. Un cylindre homogéne de masse M et de
rayon R est attaché par son extrémité a un bati fixe (B) par I’intermédiaire d’un ressort de raideur k/4, un
amortisseur relie 1’axe de rotation de révolution du cylindre au bati. Une tige rigide de masse négligeable
et de longueur L, est solidaire du cylindre qui peut rouler sans glisser sur un plan horizontal (Figure 17).

1.

Calculer :

- L’énergie cinétique.

- L’énergie potentielle.

- La fonction de dissipation.

2. Etablir I’équation différentielle qui régit le mouvement du systéme.

3.

Déterminer la solution de 1’équation différentielle x(t).

Partie 2 : Systeme a un degré forcé

Le bati (B) est animé d’un mouvement sinusoidale d’amplitude a et de pulsation .

1.

2.

Déterminer 1’équation différentielle qui régit le mouvement.
Trouver le déplacement en régime permanent, et établir I’expression de son amplitude de vibration.
Calculer la pulsation de résonance wy (faible amortissement @ = 0).

Calculer I’impédance du systeme Z, = F(t)/x(t).

k/4 S(t)

(M, R) -

;0O B X
! ; 11 >
Ll
0!
y Figure 17
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Partie 3 : Systeme a deux degré libre

Un deuxiéme cylindre de masse M et de rayon R et relié par I’intermédiaire d’un ressort de raideur k a
I’axe de révolution du premier cylindre (Figure 18).

1. Etablir les nouvelles équations différentielles qui régissent le mouvement du systeme.

2. Calculer les pulsations w, et w, propres du systeme ainsi que les rapports d’amplitudes de chacun
des modes. On posera: L = 2R, m = EM et mg% = 2k (On se placera dans le cas ou a = 0).

3. Déterminer les solutions générales du mouvement sachant qu’a t = 0s, x; = xp, x, = 0
et J‘C]_ = )‘CZ = 0

k/4
S M-S (B
L

X2 L /p X1
Figure 18

Partie 4 : Systeme a deux degres forcé

Le bati (B) est animé d’un mouvement sinusoidale d’amplitude a et de pulsation w (Figure 19).

1. Déterminer les équations différentielles qui régissent le mouvement.
2. Calculer les pulsations de résonance et d’antirésonance.
3. Déduire les égquations aux vitesses x; (t) et x,(t) en notation complexes.
4. Donner le schéma électrique équivalent. s(t)
k/4 —
(M, R) y (M, R)
B
LI ]
Figure 19
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Solution

Partie 1 : Systeme a un degré libre
1. Les énergies

2. L’équation du mouvement :
¥4+ 26%x+ wix =0

a [k+mgkL—2]

5= , 2 =
2[%M+m(1—é)2] .

3. Cas du régime oscillatoire amortis :
x(t) = Ae % cos(wyt + @)

Partie 2 : Systeme a un degré forcé
1. Les énergies.

r—2fmem(1-5) ]
227 U TR |

U—l[k(z )%+ : 2]
=371z xX—S5 ngZx

D= ~a(i- )
=salx-s
L’équation du mouvement.
gs + as
X4 26% + wix = >
Eyyan (1- £)
2V TR
2. La solution de 1’équation du mouvement.
En régime permanent : x = xye’/(@t+¢)
On trouve :
k.
3 + jaw

= s
3 L\? .
[7M + m(l _F) ] (w2 — w2 + 2jdw]
L’amplitude est :
2

&)+ o

[%M +m(1- %)2] JI(@? — 02)% + (260)7]

Xog = So

3. Apres calcul :
(I)R == (1)0
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4. L’impédance d’entrée :
L
R?

F I3 L\* 1
Ze=xf=a+] §M+m<1—§) w+j—w[k+mg

Partie 3 : Systeme a deux degre libre
1. Les équations du mouvement

(3 IN?] . , L
§M+m(1—ﬁ) x1+ax1+[2k+mgﬁ]x1—kx2=0

3
EM.XZ + ka - kx1 ES 0
2. Les pulsations propres :

Danslecasou: L = 2R, m =;M etmgéz 2k.

|k |k
“1= 3m 2T M
3. Les solutions générales.

Les rapports d’amplitudes sont 2 pour le mode 1 et -2 pour le mode 2.
Les solutions sont :

{xl = % [cos(wqt) + cos(w,t)]
Xy = xg[cos(w,t) — cos(w,t)]

Partie 4 : Systeme a deux degré forcé
1. Les équations du mouvement :
k
6MX, + ax, + 4kx; — kx, = ES +as

3
EMjéz'i‘kxz_kxl :O
2. Les pulsations de résonance sont :
|k _ |k
wq = 3’ Wy = M

2k
we = |5

3IM

La pulsation d’antirésonance est :

3. Les équations aux vitesses sont :
k k
6iMwi SN . :
Mwi, + ax, + j_w X4 +j_w (&, — x3) >S +as
3. . k.
E]waz +j_w (X, —%) =0

4. Le schéma électrique équivalent :

k . 6M = L, 3k o —
(F=§s+as)(:»e’ {3 ’ fl,atz)R
X1 S 1y EM(:)LZ ke —
C,
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Exercice 12

On considére un cylindre plein homogene de masse M et de rayon R, en rotation autour de I’axe fixe
passant par le point O. Une tige OB rigide, de longueur ¢1 et de masse négligeable est soudée a I’un des
rayons du cylindre. Son centre est relié a un bati By par I’intermédiaire d’un ressort 4k en parallele avec
un amortisseur de coefficient de frottement visqueux 4a qui schématise les forces de frottements. Une
masse ponctuelle mi est soudée a I’extrémité inférieure de la tige B et est reliée a un bati B par
I'intermédiaire d'un ressort de raideur k (voir figure 20). Une tige homogene (m,,¥,)de centre G est
soudée a I’'un des rayons du cylindre (M, R) de sorte qu’elle forme un angle de 90° avec la tige OB. A
I'équilibre, la tige OB est verticale (6 = 0). On désigne par 6(t) le déplacement angulaire par rapport a
leur position d'équilibre.

Ay

(M, R)

(mZ' gZ)

(2.b) Systéeme en oscillation (2.a) Systeme en équilibre

Figure 20

On s'intéresse aux oscillations de faible amplitude et on note g I'accélération de la pesanteur.
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1. DanslecasoUR = ¢,/2 = £,/\3,m =m; = m,/2 = M/4etmg/R = 4k, montrer que I’équation
différentielle du mouvement s’écrit :

6+ 280 + wib =0
Donner les expressions de § et w, en fonction de a, m et k.
Quelle condition doit-on imposer au systeme mécanique pour avoir un mouvement oscillatoire ?
2. Donner dans ce cas la forme de la solution 6(t).

3. Apres 5 pseudos périodes I’amplitude est égale a 25% de I’amplitude initiale. Déterminer les valeurs
numeriques de la constante de raideur k et du coefficient frottement . On donne m = 1kg, T, = 1s.
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Solution
1. L ¢nergie cinétique du systeme : T = Ty + Ty, + Ty,
L’énergie cinétique du disque de masse M : Ty, = %1/092 = %%MRZH'Z = %ZmRzéz
L’¢énergie cinétique de la masse my : Ty, = %mlfféz = %m4R20'2
L’¢énergie cinétique de la masse m, :
2.1 2. 1 £

. . 1 .
Tn, = MV + 31607 = 3my 5207 + 5my 1507 = 5m, 0% = 2 2mR26?

L’énergie cinétique totale : T = %8mR26"2
e . _ 1 0\% ;2 | 1 202 62
L’énergie potentielle U: U = 54k (?) 6° + Ek(fl) 0 +mygt; Y

1
U= §(8kR2 + 2mgR)6?
comme : mg/R = 4k
alors :

1
U= > 16kR?0*

; fecinati - 1 6\ p2 _ 1 pohp 1 242

La fonction de dissipation D : D, = 54a (7) 0° = Eat’le = E4aR )
L’¢équation de mouvement

d [aL +6D [aL _o

dtlogl a6 a6l

6+ 260 + w20 =0

avec: 8§ =a/4m
et : wi=2k/m
2. Pour avoir un régime oscillatoire il faudrait que la condition § < w, soit satisfaite.

3. dans ce cas (8 < w,) la solution s’écrit sous la forme : 8(t) = Oye %t cos(w,t + @)

avec ‘wg = \Jwi — 52

0, : represente I’amplitude initiale et ¢ : représente la phase initiale.
4. En utilisant I’expression du décrément logarithmique nous avons : D = %ln(4) = 0.28

deplus D=6T,=6=D/T,=0.28s""1
connaissant ’expression de & en fonctionde aetm: a =46m=112kg-s™?!
et

k_m
T2

m
w3 = ?(wczl +62)=19.78 N-m™?!
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Exercice 13

On considére un oscillateur linéaire & deux degrés de liberté, dont les énergies cinétique et potentielle sont
données par :

—4mx? + mx %,

T=—m5cf+2

2
1 1
U= §4kxf +5 16kx? — 4kx,x,

1. Ecrire les équations du mouvement du systeme.
2. Trouver les pulsations propres w; et w,.
3. Trouver les solutions x; et x,.

4. On applique sur le degré de liberté x; une force d’excitation sinusoidale F(t) = F,e/®t. Trouver la
solution en régime permanent. A quelle pulsation observe-t-on les phénomenes de résonance et
d’antirésonance.

Solution

1. Les matrices énergies cinétique et potentielle sont :

[ 4k  —4k

[m 4ml’ —4k 16k

L’¢équation du mouvement s’écrit :

[T1[§1]+[U1[ﬁﬂ=0=[ﬂ 4T;ln” ] S edlol-

2. Les solutions x; et x, s’écrivent :

{xl = Ajel®t {5&1 = —w?4,e/% = —w?x,

X, = A,el®t ¥, = —w?A,el®t = —w?x,

En remplagant dans I’équation du mouvement :

4k — mw?® —4k — mw” ] 0
—4k —mw? 16k — 4mw?

Nous recherchons des solutions non triviales. Le déterminant de la matrice doit étre nul :

4k —mw? - —4k —mw® 2 2 212
= 0= (4k — 16k — 4mw?) — (4k —0
—4k — mw? 16k — 4mw? ( maw)( mw*) — (4k + mw?)

Nous obtenons :
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3. Les rapports d’amplitudes dans les deux modes sont :

Ay 14, 1

Ay 2'Ay, 2

Les solutions générales s’écrivent :

Avec :

et:

3’1] _ [A11 cos(w;t + ;)
Y2 Ay, cos(wyt + @y)

[A] représente la matrice de passage, y, et y, les coordonnées propres ou normales.
Les combinaisons linéaires des solutions particuliéres sont des solutions, ainsi :

[x1] _ [2 2 ] Cy cos(w1t + @)
X2 1 —111C, cos(w,t + @5)

Dans ce cas, la matrice de passage s’€écrit :

4. Laforce est appliquée sur le degré de liberté x,, 1I’équation du mouvement s’écrit :

1] + w1 ] = [G]
ou bien :

[T][A] ;’ﬂ + [U][A] ﬁ] = [’{;]

En multipliant I’équation par la transposée de la matrice de passage [A]*:

(A1 (71141 ] + tar il 2] = 4y 5]

Avec :

ar =5 1]
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Cela nous permet de diagonaliser les matrices énergies cinétique et potentielle :

el 16 aal B2l = 7

12m

En inversant par la matrice de passage :
yl] N [w% ”) 6m
Joad Tlo w2llyd 7| F
2

Comme:

Y1 = A1ejwt — V1= —sz e/t = —(UZY1
V2 _Aze]a)t y — —a)ZA e]wt _wzyz

En remplacant dans I’équation du mouvement :

[wf - w? ] 6m
0 w3 — w? i
2m
Nous obtenons :
[F_ 1 ]
Y] [6mwf — w?
[3’2]_ F 1

lﬁw%—wz |

Les solutions x; et x, sont obtenue par la relation :

F 1 1 1
[xl] X [2 1 ] @wf — w? _ F 3(w? — w?) * 2(w5—w?)
X2 2 -1 1 m 1 1

2m wi—w? 3(w? — w?) B 2(wi—w?)

Le phénomene de résonance correspond a des amplitudes infinies, cela se produit si :

Wprp1 = W1 et Wpy = Wy

L’antirésonance est observée lorsque x; = 0, cela est possible si :

_ [Bwi+2w5 |28k
@a = 5 5m
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Probléeme 5

Dans le systeme mécanique représenté par la figure 21, le cylindre de masse M et de rayon R peut rouler
sans glisser sur un plan horizontal. Il est relié au bati By par I’intermédiaire d’un ressort K1 au point A et
au bati B2 au point C, par I’intermédiaire d’un ressort K2. Une tige homogéne de longueur 2L, de masse
m lui est soudée sur I'un de ses diametres. G est le centre de masse de la tige et du disque.

- Les batis By, B2 sont fixes dans tout le probléme.

- A I’équilibre, la tige est verticale et les deux ressorts sont au repos. Lors du mouvement, la rotation
du cylindre par rapport a sa position d’équilibre est repérée par I'angle 6(z).

Régime libre conservatif (Figure 21).

On écarte la tige d’une amplitude 0o tres faible et on I'abandonne sans vitesse initiale.
1. Déterminer I’énergie potentielle du systéme U(8) et son énergie cinétique T(6).

2. Etablir I'équation du mouvement et montrer que sa pulsation propre s'écrit sous la forme

K,(L +R)? + K,(2R)?
@Wo= 13 2
71\4R2 +m<R2 +_)

3

3. Donner la solution générale des oscillations de ce systeme en tenant compte des conditions initiales.

B, B,

A
K 1Y VoK
I—MHA -
| o I
1 BZ
(M' R) E X
66, ........................ —»
(m, 2L)
" B
(@) : Systéme en équilibre (b) : Systéme en oscillation

Figure 21 : Systéme en oscillations libres
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Il.  Régime forcé (Figure 22).

Le systéme évolue maintenant en présence de frottements visqueux de coefficient o qu'on schématise par
un amortisseur fixeé au bati B et relié au centre de masse G (Figure 22).

On applique perpendiculairement & I'extrémité B de la tige une force sinusoidale:
F(t) = F, sinwt
1. Etablir I’équation différentielle du mouvement du systéme en fonction de 6.

2. Montrer que la solution générale de I'évolution (mouvement) de ce systeme est constituée de deux
termes. Donner le nom de chacun d'eux.

3. Déterminer avec démonstration la solution de 1’évolution du systéme dans son régime permanent.

4. Donner la puissance moyenne sur une période fournie au systeme (Pp(w))y et son expression a la
résonance (Pr(w = wg))7 en fonction des données du probleme.

5. Tracer la courbe représentative de la puissance moyenne sur une période. Trouver en faisant le calcul,
les pulsations w; et w, pour lesquelles la puissance moyenne est égale la moitié de la puissance
moyenne maximale. En déduire la largeur de la bande passante puis donner le facteur de qualité du
systeme.

=
>
<

F(t) = F, sinwt

Figure 22: Systéeme en oscillations forcées

91
N. MAGHLAOUI



Solution
Régime libre conservatif.

1. Expression de I'énergie potentielle U () et I'énergie cinétique T(6)

1 1
U() = Ug, +Ux, = 5 Ky (R +1)*6° + 5 K, (2R6)?

T(8) =Ty +T _1 (3M+ )RZ+mL2 62
(6) =T +Tm = 3| (g1 +m) R +
2. Equation du mouvement du systeme
d oT 00U . [Ki(R+L)*+ 4K,R? .
§ 4 R+ 2 ]9=0=>9+w50=0

dtoe 06 [%MRZ +mR? + mLS—Z]

On voit bien que
[K;(R + L)? + 4K,R?]

0 =13 12
[iMRZ + mRZ + m?]
3. Solution générale du régime libre conservative
0 = C e/ (@ot*+¢) avec C et ¢ sont les constantes d'intégration que nous détermineront
avec les conditions initiales suivantes : 8(t = 0) = 6, et 8(t = 0) = 0
{C =0,
=0
Onadonc

K,(R+ L)% + 4K,R? \
9(t)=90cos(wot)=90cosk 31( ) 2t

L
2 2 2 il
2MR + mR +m3

I11.  Régime forcé.

1. Etablir I’équation différentielle du mouvement du systéme en fonction de 0.
1 . 2
D =za(RO)
Uy = F(t)(L — R)8(t) = Fy(L — R) cos(wt) 6(t)

Equation du mouvement

d0T+6D+0U_6Ug
dtag 06 06 96

3 L?] .. .
EMR2 +mR? + m 0 + aR?6 + [K;(R + L)? + K,4R?]0 = Fy(L — R) cos(wt)

0 + 260 + wib = f, cos(wt)
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aR? Fo(L—R)
0= 3 . fo=

2|7

2
MR2+mR2+m? [%MR2+mR2+m%

2. Larésolution de I'équation du mouvement du régime forcé
6 + 256 + w26 = f, cos(wt) se fera en deux étapes;
La résolution de I'équation sans second membre (résolution de I'équation homogene)
0 +280 + w20 =0
et la résolution de I'équation avec second membre.
0 + 2660 + w6 = f, cos(wt)

La résolution de I'équation sans second membre (résolution de I'équation homogene) correspond a la
solution du régime libre conservatif qui disparait toujours au bout d'un certain temps court. On
I'appelle donc la solution du régime transitoire.

Il ne restera donc dans la solution générale que la contribution venant de la solution de I'équation
différentielle avec second membre, qu'on appelle la solution du régime permanent.

3. Solution de I’évolution du systéme dans son régime permanent.
On prend la solution particuliere de type sinusoidale

6,=C el (wt+)

avec :
Fo(L — R) 1 26w
¢= 3 L2 2 2\2 2’ tg(p) = ( 2)
71\,[RZ +mR2+m?]\/(w0—w )2+ (26w) wO
La solution générale est donc
o(t) = R —R) ! eJ(@t+e)

2
[%MRZ + mR2 + m%]\/(wg — w?)? + (26w)?

4. Donner la puissance moyenne sur une période fournie au systeme (Pr(w))r

FZ(L - R)? (26w)?
w?)? + (26w)?

(Pe(w))r = 2 2
46 [%MR2 + mR? + m%] (wg =

Son expression a la résonance (Pr(w = wi = wy))r en fonction des données du probléme

F¢(L - R)?

(Pr(w = wp = wo))r = 3 12
48 [?MRZ + mR? + m?]
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5. courbe représentative de la puissance moyenne sur une période.

(P) (Watt)

<P)max4*

(P)imax

[

[

[

AARALRALRALAALAALRALAAY.

[

4

w1 Wo

g
N

Figure 23 : Courbe de résonance en puissance

10

w(rad/s)

Les pulsations w; et w, pour lesquelles la puissance moyenne est égale la moitié de la puissance

moyenne maximale.
Apres calcul on trouve

-La largeur de la bande passante

-Le facteur de qualité du systeme

1Q = wo/26

94

wy = /w§+62—6
W, = /w§+62+6

Aw = |w, — w,| =26
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Ondes transversales le long
d’une corde
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Résumé de cours

1. Equation d’onde
Considérons une corde homogene de masse linéique u, de longueur infinie et tendue rectilignement
avec une tension T, constante selon la direction x (Figure 1). On néglige les effets de la pesanteur.
Une perturbation de faible amplitude suivant 1’axe Oy est décrite par 1’équation suivante :
0°u 10%u
ax2 vZotz
v représente la vitesse de I’onde : v = \/m
Cette équation est appelée équation d’onde de d’ Alembert.

En mouvement

’ 0

a I’équilibre

u(x, t) = uy(x,t)é,

Figure 1

La solution générale de cette équation est la somme de deux solutions particulieres :

X X
u(x,t) = F(t——)+G(t+—)
v v
F repeésente a une onde qui se propage dans le sens des x positifs.
G repeésente a une onde qui se propage dans le sens des x négatifs.
La solution dans le cas d’une onde plane progressive et sinusoidale s’écrit :

u(x, t) = Uyel@t=k

2. Impédance
On définit I"impédance en un point par le rapport de la force a la vitesse.
F(x,t)
u(x, t)
F(x,t) représente la projection suivant I’axe Oy de la force exercée, en ce point, par la partie gauche
sur la partie droite :

Z(x) =

Jdu
F(x, t) = _To a
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Dans le cas d’une onde progressive : Z(x) = /uT, Vx

Cette impédance est appelée impédance caractéristique de la corde Z..

Réflexion et transmission dans le cas de deux cordes semi infinies

Soit deux cordes de longueur semi-infinie, reliées en x = 0. Leurs masses linéiques sont
respectivement p, et u,. Lorsqu’une onde venant de —oco se propage vers x = 0 dans la premiére
corde, elle donne naissance au point de jonction, x = 0, a une onde réfléchie et une onde transmise.
Cordel:x<0

u (x,t) = Ulei(wt—klx) + URei(wt+k1x)
du , .
F1(X, t) = =Ty a—xl = ileO[UIel(wt—klx) _ URel(wt+k1x)]

ou U, et Uy représentent respectivement les amplitudes de 1’onde incidente et réfléchie.

Onde incidente Onde réfléchie Onde transmise

I

= . ______________________________________________________________________________________________|
X
Corde 1 (T, uq) Corde 2 (T,u,)

Figure 2

Corde2:x >0
u,(x,t) = Upel(@t=kzx)

ou ,
F(x,t) =T, a—xz = —ik,T, UTel(wt—kzx)

L’écriture de la continuité du déplacement et I’application du principe fondamental de la dynamique
en x = 0 permet d’obtenir le coefficient de réflexion et de transmission:

Nous trouvons :

Dans le cas ol la 2°™ corde est remplacée par une impédance terminale (masse, ressort, amortisseur
etc...), alors :
I,
Ze+Zr
Zr = imw dans le cas d’une masse m.
Zr = b/iw dans le cas d’un ressort de raideur b.

Zr = a dans le cas d’un amortisseur de coefficient «.
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Les puissances des ondes incidente, réfléchie et transmise sont respectivement :

. du; | .
P, = Fu; = =T, o W= w?Z.,[U; sin(wt — kyx)]?
. aur . 2 . 2
P.=FE1u, =T, Ty = Z. [Ug sin(wt + k1x)]

du; |

P, = Fu; = _Toa_xut

= w?Z,[Ur sin(wt — k,x)]?

u;, u, et u, sont respectivement les ondes incidente, réfléchie et transmise.
Les puissances moyennes correspondantes sont respectivement :

(P)) = w?Z, U}

(P) = w?Z,, U}

(P;) = ouZZC2 Uz

En on déduit les coefficients de réflexion et de transmission en puissance :

Rp

(B (Z1=2Z5\°
() (21 n ZZ>
AP) AZiZ,

~(P) T (Zy+Zy)?

Tp
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Exercices et problemes corriges
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Exercice 1

Rappeler la forme générale des solutions u(x, t) de 1’équation d’onde

0°u 10%u _ 1)

ax? V2 ot?

Les fonctions
u,(x,t) = Aexp I— (x_a—l/t)l )
u,(x, t) = x2 — V2?2 (3)
2

us(x,t) = A (tz + %) (4)
uy(x,t) = A cos [a) (t _x ;,Vt)] (5)
uz(x,t) = A cos[kx]cos[wt] (6)

Décrivent-elles des ondes solutions de 1’équation (1) ?
Solution

La solution générale de 1’équation d’onde est :

u(x,t)=F(t—£)+G(t+;)

|4
F et G sont respectivement les fonctions d’ondes progressive et régressive.
Pour montrer que u(x,t) est solution de de 1’équation d’ondes de d’Alembert avec une vitesse de
propagation des ondes égale a V, on peut :
e soit vérifier directement 1’équation
’u 1 0%u

dx2 V2ot2
e soit utiliser le théoreme de d’ Alembert et vérifier que u(x, t) est de la forme

u(x,t)=F(t—§)+G(t+§)

ol F (p) et G(q) sont des fonctions arbitraires.

Vérification :
e La fonction u, (x, t) est une fonction d’onde car elle vérifie I’équation d’onde de d’ Alembert.
e Lafonction u,(x, t) ne vérifie pas 1’équation d’onde, elle n’est donc pas une fonction d’onde.
e Lafonction u;(x, t) est une fonction d’onde car elle vérifie I’équation d’onde.
e Lafonction u,(x, t) ne vérifie pas 1’équation d’onde, elle n’est donc pas une fonction d’onde.
e Lafonction u;(x, t) est une fonction d’onde car elle vérifie I’équation d’onde.
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Exercice 2

AY
Une corde infiniment longue est tendue le long de S
I’axe x'Ox. Une onde transverse progressive se
propage sur cette corde sans se déformer vers les x
croissants. La forme de la corde a I’instant t = 0 est
donnée par la fonction : y = a e~**”.
ou a et a sont des constantes (Figure 1). 0
Figure 1

On appelle sommet de 1’onde le point de la corde dont le déplacement par rapport a sa position d’équilibre
est maximal. Le sommet de I’onde a I’instant t = 0 est en S d’abscisse x = 0.

1. Représenter I’allure de la corde a I’instant t, ou le sommet de I’onde atteint le point d’abscisse x =
Xo. On reproduira sur la méme figure 1’allure de la corde a I’instant t = 0.

2. Quelle est a I’instant t,, en termes de x, a, a et x,, la fonction y = f(x) qui d"ecrit la forme de la
corde ?

Solution

1. L’allure de la corde lorsque 1’onde atteint le y
point d’abscisse x,, est représentée sur la figure )
ci-contre. AR

2. Lacourbe est la translatée de x, de la courbe a
’instant t = 0 : / \

y =qa e_a(x_xO)z ,/ \\

v
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Exercice 3

A
y
4—2.5_CU3_><_2.5_CH]—>

A A I 2 cm
! A B >
X L
+— PP ¢+—r P ¢— P ¢—r4—> X

10cm 10 cm 15 cm 15 cm 10cm 10 cm
Figure 2

Une corde infiniment longue est tendue le long de 1’axe x'Ox. Deux ondes transverses progressives se
propagent en sens opposés sur la corde. A I’instant t = 0 s, les deux ondes ont une forme triangulaire et
se dirigent I’une vers I’autre (Figure 2). La vitesse de propagation de ces ondes est V = 10 ms™1.
Représenter 1’allure de la corde a I’instant t = 0.02 s. On marquera sur la figure les points A et B de la
corde (d’abscisses =15 cm) ainsi que suffisamment d’indications (cotes) pour déterminer complétement
la forme de la corde.

Solution

A l’instant t = 0.02 s, la forme de la corde résulte de la superposition de deux ondes

y
IZcm

10cm 10 cm X

y
IZcm

v

et

\ 4

B
10cm 10cm

TN o

X' A<—><—><—> B X
10cm 10cm 10cm

v
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Exercice 4

Une corde de longueur L = 50 cm est tendue
entre deux points A (d’abscisse x, = 0) et B
(d’abscisse xg = L). La masse linéique de la
cordeest u = 10 gm™1 et la tension de la corde
est T, . On observe dans la corde une onde
transversale, harmonique, stationnaire de
fréquence f = 500 Hz. La corde prend I’aspect
de la figure ci-contre.

1. Expliquer le sens des mots transversale, harmonique et stationnaire.

2. Donner I’expression u(x,t) du déplacement du point d’abscisse x a I’instant t pour x, < x < xp
sachant qu’a t = 0 la corde est dans sa position d’équilibre et que la valeur maximum de u(x, t) est
A. On écrira u(x, t) en fonction de x, t, f, L et A. S’il y a plusieurs solutions u(x, t), on les donnera
toutes.

3. Représenter la forme de la corde a divers instants. Expliquer pourquoi la corde prend 1’aspect de la
figure.

4. Déterminer numériquement la longueur d’onde A, la vitesse V des ondes de la corde et la tension de
la corde Ty,.

Solution

1. Transversale : les points de la corde se déplacent perpendiculairement a Ox (comparer a onde
longitudinale).

Harmonique : ’onde est sinusoidale.

Stationnaire : tous les points de la corde vibrent en phase ou en opposition de phase (comparer a onde
progressive).

2. Laforme générale d’une onde stationnaire harmonique est (A : longueur d’onde)
2mx
u(x,t) = Asin [T + 1/)] sin[2ft + ¢]

L’onde présente deux fuseaux. On a donc les conditions : u(x,t) =0Vt pourx =0,x =L/2etx =1L,
pour les autres valeurs de x (0 <x <L/2 ou L/2 <x <L), u(x,t) n’est pas identiquement nul.
Puisque u(x,t), a tout instant t, est une sinusoide en x, ces conditions impliquent que u(x,t) est
proportionnel a sin(2mx/L). On en déduit que ¥ = 0 et A = L. La condition a t = 0 donne ¢ (mod =).
On a donc, le signe ne pouvant étre déterminé par les conditions de 1’énoncé.

u(x,t) = +Asin [Z%x] sin[27ft]
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3. La figure ci-contre représente la forme de la corde aux
instants t, = nT/16 pourn=0, 1, ..., 15. La période AMB
T =1/f = 0.002 ms est tres petite devant le temps de
persistance des images rétiniennes. La corde apparait
comme la superposition de toutes les positions de la corde

4, A=L=50cm, V=A/T =250ms™Y, V =T,/u
donne T, = uV? = 625 N.

Exercice 5

Une corde infinie de masse linéique p est soumise a une tension T, Supposée constante. Une masse
ponctuelle M est accrochée sur la corde en x = 0 (Figure 3). Une onde de pulsation o arrive de -oo et
progresse dans la direction des x positifs. On néglige le poids de la corde et on étudie les petits
déplacements u(x,t) de la corde.

Figure 3

)'})’)’)’)’)’})’)’)’)’)’)’)’)’})’}}}})’}lMl)’)’)’)’)’)’)’)’)’)’)’)')')')')')')')’)’)’)’)’)’)’

|
1
x=0

v
>

1. Ecrire I’expression de u,(x,t) pour les x négatifs et u,(x,t) pour les x positifs en fonction des
coefficients de réflexion R et de transmission T en déplacement au point x = 0.

2. Montrer que la force transversale agissant sur M s’écrit :

Ju,(0,t) 0Juy(0,t)

FO,0 =T ox ox

3. En utilisant la continuité des déplacements en x = 0 et en appliquant la relation fondamentale de la
dynamique sur la masse M, déterminer le coefficient de réflexion R en x = 0.

4. Quelles sont les valeurs limites de R quand M — 0 et M — o ? Expliquer 1’état de la corde pour ces
deux cas.

Solution

1.
uy (x,t) = Ae/(@t=kx) | Bej(@t+kx) ot 3, (x,t) = Ce/@t=k%) avec k = w/V ol V est la vitesse de
propagation des ondes dans la corde .

En partant des définitions des coefficients de réflexion et de transmission, nous avons :

R=Cer=t
2% T2

Ce qui nous permet d’écrire :
Uy (x,t) = Ae/@t (e Tk + Re/¥¥) et uy(x,t) = ATe/ (@K%
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2. En appliquant la RFD sur la masse M :

du,

F(0) = T, (W

Jduy

x=0 0x

)

3. Continuité du déplacementen x = 0: u,(0,t) = u,(0,t) > 1+R =T
En appliquant la relation fondamentale de la dynamique:
De la RFD, nous avons : Z(0) = Z, + jMw.

Nous trouvons donc :
_Z,-2(0) —jMw
"~ Z.+2(0) 2Z,+ jMw

R

4. Quand M — 0 nous avons R — 0 nous avons une réflexion nulle, nous sommes donc dans le cas
d’une corde infinie.
Quand M — oo nous avons R — —1 D’extrémité de la corde se comporte comme un point fixe en
x = 0, ce qui donne une réflexion totale avec inversion de I’amplitude.
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Exercice 6

Une corde de longueur L, de masse linéique p=10 g/m, au point A se trouve une masse m =0.1 Kg retenue
par deux ressorts identiques de raideur b/2=125 Nm™ chacun, elle est tendue par une masse M = 1kg
au point fixe B (Figure 4). A I’¢équilibre la corde est horizontale. La masse m ainsi que la corde AB sont
soumises a des déplacements transversaux sinusordaux de pulsation o de faibles amplitudes.

]

ReRERRR

b/2 |
@ U,(x,t) = Ael (@t=kx) U, (x,t) = Bel(@t+k0)

A T !

B
—
@ b/2
Figure 4 M
AR
| — =
x =0 L

1. Calculer les impédances Z, et Zy aux points d’abscisse x = 0etx = L.

2. Calculer les coefficients de réflexion r, (au point A) et rp (au point B). Déterminer les modules R, et
Ry et les arguments 6,4, 0.

3. En tenant compte des résultats des deux questions précédentes montrer que I’équation aux pulsations
propres s’exprime par :

gl

wL mw —
()= =7

Z¢ : représente I’impédance caractéristique de la corde.

4. La longueur L de la corde est ajustée de sorte & avoir des ondes stationnaires avec un ventre de
déplacement au point A.

a. En déduire la valeur de la pulsation o ?

b. Calculer la valeur de L pour observer la 1°® harmonique. (les harmoniques sont les modes de
vibration aprés le mode fondamental).
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Solution
1. Aupoint A (x = 0), Systeme mécanique z4 = j(mw — b/w)

En B (x = L), onaun point fixe Zgz = oo

2.
A Zc+Zg
. b
A Zc—27Z, Zc—jmw—7)
rA = — = =
B Z.+Z . b
¢ Zet jimw =)
RB = 1, 93 =T
b
maw —5
RA = 1, HA =-2 AT‘Ctg Z—
C
3. 1415 = ekl = R, Rpef®a*08) g ou : 2kL — (0, + 0p) = 2nm
et

cte (wL) (o - %)

v Z.

4. a. ventre de déplacementen A (x = 0)

b
z,=0 20 = EzSOrds‘1

b. A la 1°® harmonigue nous avons
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Exercice 7

Le systeme de la figure 5 est constitué d’une corde homogéne de masse linéique p; qui est tendue
horizontalement avec une tension T. En x = 0, on fixe une seconde corde homogéne de longueur L et
de masse linéique u,, soumise a la méme tension T. En x = L, la corde 2 est reliée & un systéeme
mécanique constitué d’un amortisseur de coefficient de frottement visqueux a, d’une masse M et d’un
ressort de raideur b.

b
M
T, l1 T, M2
o
-0 ] LT, »X
Xx=0 X=L
Figure 5

Dans les deux cordes, 1’équation de propagation est verifiée :
1. Une onde incidente venant de —oo, en un point x de la (corde 1) elle est de la forme :
yilx, t) = Ael @t

Donner les expressions des ondes résultantes y, (x, t) (dans la cordel) et y,(x,t) (dans la deuxiéeme
corde). On prendra A,, B, comme amplitudes des ondes dans la corde 2.

Préciser les vitesses V, et V, en fonction des caractéristiques des 2 cordes.

a. Calculer I’impédance Z,(x) en tout point x de la corde 2, en fonction des données du
probleme. Déduire Z,(x = L) et déterminer son expression en fonction des parametres du
systéme meécanique (M, b, a et w).

b. Calculer le coefficient de réflexion p, au point x = L, en fonction de a, M, b, la pulsation w
et de I’'impédance Z,.

3. A quelles conditions le coefficient p; s’annule-t-il ? Montrer que dans cette condition le systéeme peut
se compaorter comme :

AR riiimizzzd Lez La corde 1 fermée par Z,

ou hien deux cordes semi-infinies
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4. Calculer le coefficient p, en x = 0, pour quelle valeur de a s’annule-t-il ? Montrer que lorsque o = 0,
il y a une réflexion totale, montrer que le déplacement résultant dans la corde 1 s’écrit :

yi(x,t) = f(t)cos (kix)

Préciser f(t).
Solution
L yi(xt) = Ajel @tk 4 g el (@ttha) ,  Bi=po Ay
y,(x,t) = Aye/(@t=keX) 4 B, oJ(@ttkz) , A, =10 Ay
avec
T T
V1 = _,VZ ES -
Hq Hy
2.a
_T% Aze_jkzx — Bzejkzx
ZZ(x) = % =4c2 Aze‘f"zx + Bzejkzx
Jt
_ b
Z,(L)=a+] (Mw ——)
w
2.b.

i b
Zcz —o—j(Mo — 6)

PL =

3.pL=Osioo=\/ME et Zg, =0

Quand il n’y a pas de réflexion la corde peut étre considérée soit par une corde de longueur infinie ou
une corde finie fermée par son impédance caractéristique.

ZC2 +a+](MO)_ %)

4.

_ Zcy — Zea _ Zciy —a
ZCl + ZCZ ZCI + a

Po

Pour o =Zc;  po s’annule
Pour a =0 p, = 1 (réflexion totale)
y1(x,t) = A, el @t=kiX) 4 o A, @l (@EHk1x)

y,(x, t) = 24,7 @Dcos (k,x)
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Exercice 8

” — -

Figure 6

On considere une corde de longueur finie L, de masse linéique p et tendue a 1’équilibre avec une tension
T.On place au point x = 0 (origine des abscisses x) une source d’onde sinusoidale S(t) = S,e/“t. La
corde est terminée en x = L par une impédance terminale Z, (Figure 6).

1. Donner I’équation mathématique qui régit la propagation d’une onde transversale le long de cette
corde. Quelle est la solution générale de cette équation et donner le sens physique des termes qui la
composent ? On appellera A et B les amplitudes et k le module du vecteur d’onde.

2. En utilisant la définition de I’impédance en un point x du milieu de propagation, montrer que :

Que représente I’impédance Z, et donner son expression en fonction des caractéristiques de la corde.

3. Dans le cas ou la corde est fixe en son extrémité x = L, trouver par le calcul, la condition que doit
satisfaire la longueur L de cette corde si on veut que le point d’abscisse x = 0 soit considéré comme
un neeud de vibration. Comment appelle-t-on ce type d’ondes ?

Solution

1. L’équation régissant la propagation de 1’onde sur la corde est 1’équation de d’Alembert ou I’équation
de propagation.

0%y 10%
ax2  V2ot?

La solution générale est la superposition d’ondes progressives et régressives. L’onde régressive a pour
origine le phénomeéne de réflexion, qui est di a une variation d’impédance.

y(x’ t) — Aej(wt—kx) + Bej(wt+kx)
2. Impédance en un point quelconque x de la corde.
L’impédance est égale a la cause sur ’effet.

d . ,
Fy(x,t) = —T% = jkT(AeJ(wt—kx) _ Be](wt+kx))
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_Oy(x,t)

y(x,t) = T jo(A el @t=k0) 4 peilwtthn)
D’ou:
_ —Tg—gc] B Ae—jkx _Bejkx
Z(x) = dy "¢ AeJkx 4 Beikx
at
1-— Eezjkx
Z(x) =17, B
1+ Zerkx

avec Z, = /uT
Z¢ est ’'impédance caractéristique de la corde.

3. Si I’extrémité en L est fixe, I'impédance en x = L tend vers I’infinie, nous avons alors un nceud de
vibration :

B
—e

2jkL _ -1
A

Nous avons aussi une 2éme conditionenx = 0, Z(x = 0) — o, d’ou: B = —A.

Nous concluons donc que cos(2kL) =1 = L = nl/2.

Ce type d’ondes est appelé, ondes stationnaires.
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Exercice 9

Une corde de longueur L et de masse linéique m est tendue horizontalement avec une tension T. Elle est
reliée & son extrémité en x = L a un bati fixe. L’extrémité située en x = 0 est soumise & une force
sinusoidale d’amplitude F, et de pulsation w. On appelle y(x, t) le déplacement d’un point d’abscisse x
de la corde a I’instant t. ( figure 7.a).
1. a. Donner les conditions aux limitesen x = O0etx = L :
b. Montrer que I’expression de y(x,t) peut se mettre sous la forme : y(x,t) = W (x)®(t). Donner
I’expression de W(x) en fonction de F,, du nombre d’onde k de L et de T.
2. Déterminer les positions des points d’amplitude maximale (ventres) en fonction de la longueur
d’onde A et de la longueur L de la corde. Quelle est la distance qui sépare deux nceuds successifs.
3. Quelle doit étre la pulsation de la force F(t) pour observer le phénoméne de résonance.
4. On considére maintenant la corde libre en x = L (Figure 7.b). Répondre aux mémes questions
que précédemment.

F(t) Extremltef{A

A

v

Il T 7

=
Il
(@)
=
o~

Figure 7.a

F(t) Extrémige libre
N

v

Figure 7.b
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Solution

1. En partant de I’expression de I’onde :
u(x, t) — Aei(wt—kx) + Bei(wt+kx) (1)
A et B sont respectivement les amplitudes des ondes progressives et régressives.

En utilisant les conditions aux limitesen x = 0 et x = L (Figure 7.a) :

F(0,t) = Fye'®t = ikT(A — B) = F, (2)
et:
u(L,t) =0 = B = —Ae 2L €))
A partir des équations (1) et (3), nous obtenons :

u(x’ t) — Aeiwt [e—ikx + %eikx — Aeiwt[e—ikx _ eik(x—ZL)] — Aei(wt—kL) [eik(L—x) A\ eik(x—L)]

u(x,t) = 2iAsin[k(L — x)] e!@wt=kL) )
Des conditions aux limites (équations (2) et (3)), nous avons :

B . .
ikTA (1 - Z) = Fy = ikTA(1 + e 2*L) = Fy = 2ikTAe™*! cos(kL) = F,

D’ou I’expression de A en fonctionde F,, k et L :

Fo

43 2ikT cos(kL) ¢

ikL (5)
En remplagant I’expression de A dans 1’équation d’onde u(x, t) en (4), on trouve :

u(x,t) = sin[k(L — x)] e*®t (6)

Fo
kT cos(kL)

Par identification :

Y(x) = sin[k(L —x)],  @(t) = el®t

0
kT cos(kL)
2. La position des ventres et des nceuds :
Nous avons un maximum (ventre) lorsque :
T
sinfk(L—x)]=x1=k(L—x)=(2n+ 1)5
d’ou:
A
Xmax = L — (2n + DZ

avecn € N.
Nous avons un minimum (nceud) lorsque :
sin[k(L—x)]=0= k(L —x) =nn

d’ou:

Xmin :L_nE
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avecn € N.

3. Pour avoir résonance il faut que cos(kL) = 0
ce qui donne

V
= (2 1)—
w=02n+ )ZL

4. Casde lafigure 7.b
La condition en x = L devient :
F(Lt) =0 = Ae " — Be'* = 0 = B = Ae™ % ©)
A partir des équations (1) et (7), nous obtenons :

u(x’ t) — Aeiwt [e—ikx +§eikx =Aeiwt[e—ikx+ eik(x—ZL)] =Aei(wt—kL)[eik(L—x) +eik(x—L)]

u(x,t) = 2A cos[k(L — x)] pl(wt—kL) @®
Des conditions aux limites (équatiosn (2) et (7)), nous avons :

B . .
ikTA (1 - Z) = Fy = ikTA(1 — e~%kL) = Fy = —2kTAe~*! sin(kL) = F,

D’ou I’expression de A en fonctionde Fy,, k et L :

Fo

-0 ik
2kT sin(kL)

A=

En remplagant I’expression de A dans 1’équation d’onde u(x, t) en (8), on trouve :

u(x, t) = Lcos[k(L — x)] etl@t+m) 9)
’ kT sin(kL)
Par identification :
0 .
Wy 8 I — 1)) — pilwt+m)
() = ey ) cos[k(L —x)], ) =e
Les positions des ventres et des neceuds sont respectivement :
A
Xmax = L — nz

et
A
Xmin = L — (2n + DZ

Nous avons résonance lorsque sin(kL) = 0.
ce qui donne

Exercice 10
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On considere une corde de longueur L = 63 cm et de masse linéique u = 2 1072 kg m~?. La corde est
fixée en ses extremites (les points x = 0 et x = L de I’axe Ox) et tendue avec la tension T,. La vitesse des
ondes transverses de la corde est V. = 50 m s~ 1.

1. a. Déterminer la tension T, en fonction de u et V. Donner les dimensions de T,, u et V et verifier
I’homogénéité de la formule obtenue.
b. Calculer la valeur numérique de la tension Ty,.
c. Ecrire I’équation d’onde de d’Alembert vérifiée par le déplacement u(x, t).

2. On considére I’onde stationnaire
X
u,(x,t) = Asin (T) cos(wt)

a. Montrer que u, (x,t) est solution de 1’équation d’ondes de d’Alembert (question 1.c.), pour une
valeur de w, que I’on déterminera littéralement en fonction de L et ¢ puis numériquement. Déterminer
littéralement et numériquement la fréquence f; et la période T; de cette onde.

b. Dessiner 1’aspect de la corde vibrante.

c. Expliquer le qualificatif stationnaire donné a cette onde.

3. On considére ’onde stationnaire

2mx
u,(x,t) = Asin (T) sin(w,t)

Montrer que 1’équation précédente (uy(x,t)) est également solution de 1’équation d’onde de la
question 1.c. pour une valeur de w, que 1’on déterminera littéralement et numériquement. Déterminer
littéralement et numeériquement la fréquence £, et la période T, de cette onde

4. On considére 1’onde
TX 21X
u(x,t)=A [sin (T) cos(w;t) + sin (T) sin(wzt)]

ou w, et w, ont les valeurs déterminées dans les questions 2.a. et 3.

a. Montrer que 1’expression précédente est solution de 1’équation de d’Alembert de la question 1.c.
b. Cette onde est-elle stationnaire? Cette onde est-elle périodique?
c. On pose

ad
f(x) =ulx,t=0)etg(x) = a—ltl(x,t =0)
Représenter graphiquement f (x) et g(x) en fonctionde x (0 < x < L).

d. Expliquer comment un expérimentateur peut créer I’onde u(x,t) en préparant la corde a I’instant
t=0.

5. Ondésire augmenter de 5 % la fréquence du mode de vibration de la corde considéré dans la question
2.
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a. Montrer que c’est possible en modifiant la longueur de la corde, sans modifier la tension. Calculer
la nouvelle longueur de la corde.

b. Donner une autre fagon d’obtenir la méme modification de la fréquence sans modifier ni la longueur
de la corde, ni sa masse linéique. Calculer la nouvelle valeur de la grandeur modifiée.

Solution

1. a. Laformule de la corde vibrante donne T, = uV2. Les dimensions sont [T,] = MLT 2, [u] = ML™!
et [V] = LT, T, = uV? est bien homogene.

1. b.Ty =5000N.
1. c. L’équation d’onde est

0%u;  10%u;
ax2 V2 otz

2. a. Oncalcule 9%u, /0t? = —w3u, et 9%u, /9x? = —(w? /L)y

En remplagant dans 1’équation d’onde

2 2

oh T A

o= (D) | =0

d’ou on tire w; = nV /L = 2493 rad s~ 1.

La fréquenceest f; = w,/2mr =V /2L =397 Hz et laperiode T; = 1/f; = 2L/V = 2.52 ms

2. b. La figure de gauche represente la forme de la corde aux instants t,, = nT; /16 pour n entier. La
période T; = 2.52 ms est tres petite devant le temps de persistance des images rétiniennes, la corde
apparait comme sur la figure de droite (Figure 8).

Figure 8

2. c. Stationnaire : tous les points de la corde vibrent en phase ou en opposition de phase (comparer a
onde progressive). Mathématiquement, u, (x, t) est factorisé en un produit d une fonction de t et d’une
fonction de x.

3. La résolution est similaire a la question 2. On obtient w, = 2w, = 27V /L = 4886 rad s~ 1, f, =
2f, =V/L=794HzetT,=T,/2 =L/V = 126 ms.
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4. a. u =u, +u, est la somme (superposition) de deux solutions de I’équation d’onde. L’équation

d’onde étant linéaire, c’est aussi une solution.
b. L’onde u n’est pas stationnaire. L’onde u est périodique de période temporelle T; :
u(x, t +T;) = ulx,t).

C. f (x) représente la forme de la corde a I’instant t = 0 (Figure 9.a).

. (TX
f(x) = Asin (T)
g(x) représente la vitesse d’un point d’abscisse x a I’instant t = 0 (Figure 9. b).

21X
g(x) = Aw, sin (T)

»

fet 9

A 4
v

Figure 9. a Figure 9. b

d. L’expérimentateur peut mettre la corde en mouvement en déplacant transversalement chaque point
d’abscisse x € [0, L] de la corde de f(x) et en lui communiquant la vitesse transverse g(x) a I’instant
t = 0. Ces conditions initiales déterminent complétement le mouvement de la corde, et, comme
u(x, t) y satisfait, I’expérimentateur a ainsi créé ’onde u(x, t).

a. La fréquence est

v o1 |T,
fi=gr=or |2
2L 2L |p

On peut I’augmenter de 5 % en diminuant la longueur L de 5% a tension constante. La nouvelle
longueur est L' = 60 cm.

b. On peut augmenter la fréquence de 5% sans modifier la longueur de la corde en augmentant la
tension de 10 %. La nouvelle tension est Ty = 5500 N.
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Exercice 11

Partie A

Une corde infinie de masse linéique p est soumise a une tension T, SUPPOSée constante et trés grande
devant son poids. Une onde de pulsation w arrive de —oo et progresse dans la direction des x positifs. On
étudie les petits déplacements y(x, t) de la corde.

1.

3.

Donner 1’équation régissant I’évolution du déplacement des particules y(x, t). Comment appelle-t-on
cette équation ?

Donner ’expression de y(x,t) et déterminer I’impédance de la corde Z(x). Calculer sa valeur
numérique, sachant que la corde est en cuivre, de diamétre d = 0.4 mm et de masse volumique p =
8900 kg m~3. On donne aussi : T, = 10 N.

Calculer numériguement la vitesse de propagation de 1’onde.

Partie B

Une corde de longueur L = 50 cm est tendue
entre deux points fixes, A (d’abscisse x4 = 0)
et B (d’abscisse x5 = L). Sa masse linéique est
u =10 gm™1 et sa tension est T,. On observe
dans la corde wune onde transversale,
harmonique, stationnaire de fréquence f =
500 Hz. La corde prend I’aspect de la figure ci-
contre.

5.

10.

Ecrire I’expression de 1’onde y(x,t) sous la forme d’une superposition de deux termes. Donner le
sens physique de chaque terme.

En utilisant la condition, en x = 0, montrer que 1’onde s’écrit sous la forme du produit de deux
fonctions que 1’on explicitera.

A partir de la forme de la corde, donner la relation entre k et L. On écrira y(x, t) en fonction de x, t,
w, L et son amplitude A.

Expliquer le sens des mots transversale, harmonique et stationnaire.

Représenter la forme de la corde a divers instants. Expliquer pourquoi la corde prend 1’aspect de la
figure précédente (figure ci-dessus).

Déterminer numériquement la longueur d’onde 4, la vitesse IV des ondes de la corde et la tension de
la corde Ty.

Partie C

On se propose maintenant d’étudier la réflexion et transmission entre deux cordes homogenes, semi
infinies, en jonction en x = 0. Les deux cordes sont maintenues horizontalement par une tension T, =
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10 N. La premiére corde est en cuivre, sa masse volumique est p; = 8900 kg m~3 et son diamétre d =
0.4 mm, la seconde est en Aluminium, sa masse volumique est p, = 2700 kg m~3 et son diamétre d =
0.4 mm (Figure ci-dessous). Une onde sinusoidale, que I’on notera y, (x, t), d’amplitude A et de pulsation
w Se propage dans le sens des x croissants le long de la premiére corde (x < 0). Au niveau de la jonction,
une onde régressive dans la corde (1) est créée, dont I’amplitude est B, elle sera notée y, (x,t) (x < 0).
Une 2°™ onde, notée y.(x, t), progressive dans la corde (2) est engendrée (x = 0). Son amplitude est C.

e T o | —
To, 11 To, 12

1. Donner les expressions des différentes contributions, que 1’on notera y, (x, t), y, (x, t) et y.(x, t). Que
représente chaque terme ?

2. Donner les expressions des ondes résultantes y, (x, t) (dans la corde 1) et y,(x, t) (dans la deuxieme
corde).

3. Enutilisant les conditions en x = 0, déterminer en fonction des impédances caractéristiques Z; et Z,,
les expressions des coefficients de réflexion R et de transmission T en amplitudes. Calculer
numériquement ces coefficients.

4. On définit les densités linéiques des €nergies cinétique et potentielle de I’onde comme suit :

=_“[at]
dy1”
& = ET" [a]

La densit¢ d’énergie totale est : &, = E. + &,,.

a. Déterminer les expressions des densités d’énergies cinétiques et potentielles des ondes y,(x, t),
yp(x,t) et y:(x,t). On les notera E., et E,, pour 'onde yg, & €t E,p, pour 'onde y,, et enfin
Ece €t Epc pour Ionde .

b. Calculer les densités d’énergies totales &, 5 €t €, associées respectivement aux ondes y, (x, t),
Vb (X, 0) ety (x, 0).

c. On définiten x = 0 les coefficients de réflexion ay et de transmission a en énergie par :
- Etp ot = vy Egc
R — ¢ T — ¢
) _ V1 €t
Calculer en fonction de Z; et Z, les expressions de aj, et ar.

d. Calculer numériquement ay et a;. Que peut-on dire a partir de ces rapports ?
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Solution
Partie A

1. L’équation est dans le cas des faibles amplitudes :
0%y 1 0%y
d0x? v?dt?
v représente la vitesse de propagation de 1’onde.
Ty

U

v =

L’équation donnant 1’évolution de y(x, t) est I’équation d’onde de d’ Alembert.

2. Le deplacement est :

y(x, 1) = Ae @)

Z()_F(xt) - Og_gc]

=0

KTy TO

yx ) yt)

w

Z(x) = Z, = \JuTy = /pST, = ,pn—To

Z. =011 kgs?!

3. Lavitesse de propagation est :

T,
v= [2=9455ms!
’,LL

y(x,t) = Ae/(@Wt=kx) 4 peilwt+kx)

Partie B

5. L’expression est :

Le premier terme représente une onde progressive, le second une onde régressive. Les deux termes

représentent des ondes plane sinusoidales.

6. Laconditionenx =0

y(0,)=0=A+B=0

En reportant dans I’expression de y(x, t) :

y(x, t) = Ae/@t[e k¥ — eJk¥]| = —2jA sin(kx) e/t

7. L’onde présente deux fuseaux, nous avons donc :

21
L=A=L=—

D’ou:

Le déplacement des particules devient :
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2mx\ .
y(x,t) = —2jAsin (T) el®t

8. Transversale : La direction de vibration des particules est perpendiculaire a la direction de propagation
de I’onde (comparer a onde longitudinale).

Harmonique : I’onde est sinusoidale.

Stationnaire : tous les points de la corde vibrent en phase ou en opposition de phase (comparer a onde
progressive). La fonction d’onde est le produit de deux fonctions a variables indépendantes,
L’amplitude n’est plus une constante, elle dépend de la position de x. De plus I’onde stationnaire ne
propage plus 1’énergie.

9. La figure ci-contre represente la forme de la corde aux
instants t,, = nT/16 pourn =0, 1, ..., 15. La période AMB
T =1/f = 0.002 ms est trés petite devant le temps de
persistance des images rétiniennes. La corde apparait
comme la superposition de toutes les positions de la corde

10.A=L=50cm, V=A/T=250ms"t, V =,T,/u
donne Ty = uV? = 625 N.

Partie C
1. Les expressions de chaque contribution :

L’onde incidente en x = 0 est y,(x,t) = Ae/(@t-F1x),
L’onde réfléchie en x = 0 est y, (x,t) = Bei(@t+kix),
L’onde transmise en x = 0 est y, (x, t) = Cel(@t=k22),
2. L’onde résultante dans la corde (1) est la superposition de 1’onde incidente et réfléchie :
16 t) = 5,02, 1) + yp(x, t) = Ae/@tkax)  peilwttkix)

Dans la corde (2) nous avons une onde transmise :
v, (%, t) = ye(x,t) = Cel(@ika)
3. Lacontinuité du déplacement donne :

ou bien
1+R=T 1)

Le principe fondamental de la dynamique en x = 0, donne :

Y1 9y,

—Ty— = —-T,— = jwZ(A—B) =jwZ,C
0 5 mo 0 5, o Jw 1( ) Jwi,
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Qui s’écrit sous la forme :

Z;(1-R) =Z,T (2
A partir des relations (1) et (2), nous avons :
Z,—7Z 27
R=2""Z% ¢ T=—2
Z,+7Z, Z1+ 7,

Nous avons Z; = /u;To = 0.11 kg s~ 1, Z, = \Ju,Ty = 0.06 kg s~ 1.

R=0.29T =1.29

4. En partant des définitions

a. La densité d’énergie cinétique est

C.

1
Eeqg = E,ulszz[cos(wt — k1 0)]?

1 1
Epa = = Tok#[cos(wt — kyx)]? = Eulszz[cos(wt —kx)]? = &

pra 2
De la méme maniére, nous trouvons :

1
Eop = E,ula)zBZ[cos(wt + k.%)]?

1 op2 21 2p2 2
Epp = ETole [cos(wt + k1x)]* = =pyw*B*[cos(wt + k1x)]* = &g

2

Pour I’onde réfléchie.

1
Eee = E,uzwzCz[cos(cut —k,x)]?

L 2 2 _ 1 2,2 2
Epc = ETOkZC [cos(wt — kyx)]* = = p,w*C*[cos(wt — k,x)]* = &,

2

Les densités d’énergies totales sont :

Eta = Eca + Epa = 2604 = pw?A*[cos(wt — k1x)]?
Pour I’onde (a).

Ew = Ep + Epp = 2Ep = w?B*[cos(wt + k1x)]?
Pour I’onde (b).

Ete = Ecc + Epe = 2Ec = Ppw?C?[cos(wt — kyx)]?
Pour 1’onde (C).

Le calcul donne :

L _Ew_ B,

==

€ra A2
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g o 28 22 C 2y,
r V1&g VI A Zg

d. Nous obtenons :

La somme ap + ar = 1, cela traduit la conservation d’énergie.
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Ondes acoustiques dans les
fluides
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Résumé de cours

1. Equation d’onde

Les ondes acoustiques sont des vibrations mécaniques qui se transmettent de proche en proche. Dans le
cas d’un fluide parfait, qui se caractérise par I’absence de viscosité, L.’onde acoustique est longitudinale.
Considérons une onde acoustique de faible amplitude se propageant dans la direction x.

Lors de sa propagation, I’onde acoustique s’accompagne d’une variation infinitésimale de la pression
p(x, t) et de la masse volumique p(x, t).

Afin d’établir I’équation d’onde, nous nous basons sur trois équations :

- Larelation fondamentale de la dynamique appliquée a une petite tranche de fluide (les forces agissant
sur cette tranche résultant de la surpression p liée au passage de 1’onde).
ou OJp
Pogrt3x=0
Po : représente la masse volumique a 1’équilibre.

u : la vitesse de vibration des particules.

- L’équation de continuité (conservation de la matiere)
dp du
E + po a =0
- L’équation d’état qui spécifie la nature des échanges thermiques ayant lieu dans le fluide. Nous
considérons que 1’évolution de chaque tranche de fluide se fait & entropie constante. En effet, la
transmission d’une surpression est un phénomeéne propagatif (rapide) tandis que les échanges
thermiques sont des processus diffusifs (lents)
10u
b= —)—(a

u représente le déplacement des particules, y le coeficient de compressibilité adiabatique du fluide.

De plus, nous faisons l’approximation acoustique qui considére que la surpression p, la vitesse des
particules 1 ainsi que leurs dérivées sont de faibles quantités et Les variations de la masse volumique p
sont petites.
Dans ces conditions nous obtenons 1’équation d’onde suivante :

0%f 1 0%f B

x2 VZotz
ou f peut étre la pression p, la masse volumique p, la vitesse des particules & ou le déplacement des
particules u.
V représente la vitesse de propagation de I’onde, a ne pas confondre avec la vitesse des particules.

V=
v PoX
Dans le cas des fluides parfaits :
YRT,
V=
M
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y est le rapport des chaleurs massiques C, /C,, R est la constante molaire des gaz parfaits, T, la température
du gaz au repos et M la masse molaire

La solution de I’équation d’onde pour p, u et p s’écrit :

p(x,t) =F(t—%)+0(t+%)

o) =~ [F (e-2) =6 (¢ +7)

p(x,t) =%[F(t—%)+6(t+g)]

2. Impédance acoustique

La solution en onde plane progressive et sinusoidale s’écrit :
p(x, t) = poei(wt—kx)
ou k = w/V représente le module du vecteur d’onde.
Connaissant la loi de comportement du milieu, la vitesse de particules est :

| 1 o
W) = poe/ 1k

Dans le cas d’une propagation en champ libre, I’impédance est définit comme :

p(x, )

u(x, t)

Nous trouvons Z(x) = poV, qui représente I’impédance caractéristique lors d une propagation en champ
libre.

Dans le cas d’une propagation dans un tuyau de section S, I’impédance est définit comme :

p(x,t)

Su(x,t)

Nous trouvons Z(x) = poV/S, qui représente I’impédance caractéristique lors d’une propagation dans un
tuyau de section S.

Z(x) =

Z(x) =

3. Réflexion-transmission

Onde incidente | p \ PV,

)

Onde transmise

Figure 1
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Lors du passage d’un tuyau dans un autre (Figure 1), les conditions aux limites sont :la continuité des

surpressions et celle des débits volumiques.
On en déduit les coefficients de réflexion et de transmission en pression sont:
Z; =12y
P 7+ 72,
- 27,
1+2;
Les coefficients de réflexion et de transmission en déplacement sont:
L= 1,
A
2z
71+ Z,

R

R,=R

Tu :Tu

avec .

7, =p1—V1,Z2 :P2V2
Sy S,
Les puissances incidentes, réfléchies et transmises sont respectivement :
Py = S1piy
B = =Sipru,
Py = S;pcy
Les intensités associées a ces puissances :

P; \
I; = 5, = Pt

Py .
I, = 5_2 = DPelUs
En on déduit les coefficients de réflexion et de transmission en intensité :
I (Zy—Z;\}
Ri=1= (zl+zz>
I 47,7,
L (22,

4. Effet Doppler

L’effet Doppler est un phénomeéne ondulatoire découvert par le physicien Autrichien Christian Doppler
en 1842. Ce phénomeéne se manifeste lorsque la source S et/ou le récepteur R sont en mouvement. La
source émet une onde de fréquence f; et se déplace a une vitesse vy, le récepteur se déplace a une vitesse

Vg.
La fréquence recue par le récepteur est alors :

v
1-— 7’? cos(¢p)

fr = f;

11— %cos(@)
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0 représente I’angle que fait la vitesse de la source U avec le vecteur unitaire i, ¢ représente I’angle que
fait le vecteur unitaire u avec la vitesse du récepteur vg.

Y
<!

Jo

Us
Figure 2

Applications de ’effet Doppler

- Le décalage vers le rouge de la lumiere provenant des galaxies lointaines est un effet Doppler (ondes
lumineuses) li¢ a I’expansion de 1’univers.

- Dans une lampe spectrale les molécules ont des vitesses différentes par suite de 1’agitation thermique.
Méme si toutes les molécules émettent de la lumiére a la méme fréquence, 1’effet Doppler produit un
étalement spectral : on observe un élargissement des raies.

- L’effet Doppler est utilisé pour mesurer la vitesse des hématies dans les vaisseaux sanguins (ondes
ultrasonores).

- L’effet Doppler est utilisé pour mesurer la vitesse des automobiles par la police (ondes radar ou lasers
infra-rouge).
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Exercices et problemes corriges
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Exercice 1
haut-parleur microphone

) ———l—
O X

Figure 1 : Mesure de 1’onde acoustique dans 1’air

1. Un haut-parleur alimenté par une tension sinusoidale de fréquence f = (1000 + 10) Hz crée dans
I’air une onde plane progressive le long de I’axe Ox (Figure 1). La surpression au point X et a I’instant
t est de la forme

p(x, t) — poei(wt—kx+(p0)

Expliquer le sens de I’expression onde plane progressive.

2. Un microphone placé au point x sur I’axe génére une tension E (t) = Eye'(@t=%*+®0) proportionnelle
a la surpression p au point x. Un dispositif mesure le déphasage ¢. Des mesures pour diverses
positions du microphone montrent que le déphasage ¢ dépend de x suivant la loi

p=ax+bolla= (184 + 0.2) rad m™?!
En déduire la valeur numérique de la vitesse du son V- + AV.

Solution

1. Onde plane : la surpression p(x, Y, z, t) = p(X, t) est la méme sur chaque plan x = Cte (la surpression
ne dépend ni de y ni de z ). Ces plans x = Cte sont les surfaces d’onde (plans équiphases).
Onde progressive : 1’onde se propage a vitesse constante sans atténuation ni déformation le long de
I’axe Ox dans le sens de x croissant. En effet, la surpression est de la forme p(x,t) = F(t — x/V)
avec F(u) = po sin(wu + @y) etV = w/k.

2. Ledephasage dépendde x par ¢ = kx — @, = (2nf /V)x — ¢,. Onadonc mesuré a = g La valeur
de b, qui n’est pas utilisée dans la suite, est b = —¢,. D’ou

2T
V= Tf =341.5ms™?!

L’incertitude relative sur c est :
AV Af Aa
—=—+4+—=0.02
%4 f a

D’ou AV = 7.1 ms~1. En conclusion la vitesse du son mesurée est : V = (341.5 + 7.1) ms™1.
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Exercice 2

Un tuyau cylindrique de section S constante est rempli d'un gaz de masse volumique p, ou les ondes
acoustiques peuvent se propager a la vitesse v. A I'une des extrémités du tuyau en x = 0, on place un
piston plan qui est animé, suivant I'axe Ox d'un mouvement sinusoidal d'amplitude U, et de pulsation w.
A la position x = L, le tuyau est terminé par une impédance acoustique Z;,, voir figure 2.

YAl

p,V,S
Figure 2

u(0,t)

| |
o' L!

1. Enun point x, le déplacement des particules u(x,t) est donné par :
u(x, t) — Aei(wt—kx) + Bei(wt+kx)
En tenant compte des conditions aux frontiéres, calculer A et B en fonction de Z., Z, k, L et Uo.

Dans le cas particulier ou le tuyau est fermé par une paroi rigideenx =L :

2. Montrer que le déplacement peut se mettre sous la forme: u(x, t) = U(x)e't, ol U(x) est réel.

Donner I'expression de I'amplitude U (x).

3. En déduire les positions et les valeurs des maxima et des minima de lI'amplitude U(x) en valeur
absolue.

Solution
1. Conditions aux frontieres
u(0,t) = Upe'*t = A+ B = U,
. Be“fL _Z.-17
Ae=ikL 7, 4+ 7.

De ces 2 équations nous obtenons :
A= (ZL + Zc) UO eikL
27, cos(kL) + 2i Z; sin(kL)

(Zc=2Z) Uge™™
= 27, cos(kL) + 2i Z, sin(kL)
2. Les condition aux frontiéres deviennent :
u(0,t) = Upe'®* = A+ B = U,
u(L,t) =0 = Ae L + Betl =
A partir de ces deux relations nous obtenons :

u(x, t) = sinlé;)cL) sin[k(L — x)] e'®t

D’ou:
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3. Positions des ventres :

Positions des nceuds :

Les amplitudes des ventres :

Les amplitudes des nceuds :

Up .
U(x) = sin[k(L — x)]

sin(kL)

A
xn=L—(2n+1)Z

xn=L—le

Uo

U lmax = W

|U(x)|max =0
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Probleme 1

On considere un tuyau cylindrique de section S contenant un fluide de coefficient de compressibilité
adiabatique y et de masse volumique p, a I'équilibre.

Partie A

Le tuyau de longueur supposée infinie est parcouru par une onde dont le déplacement de vibration

acoustique est :
i(wt—kx)

uy(x,t) = uppe
1. Donner les expressions de la vitesse acoustique 1, (x, t) et de la pression p, (x, t).

2. Déterminer I'expression de l'intensité acoustique de cette onde et en déduire la valeur numérique de
I'amplitude maximale u,, du déplacement des particules sachant que :

Iop =1073Wm™2;V =340 ms™", f = 1 kHz, p, = 1.21 kgm=>.

Partie B

Le tuyau a maintenant une longueur finie L et est parcouru par deux ondes acoustiques sinusoidales de
pulsation w se propageant en sens inverse I'une de l'autre :

uy(x,t) = uopei(wt—kx) et u,(x,t) = uOrei(a)t+kx)
oU ugy et ug, sont des constantes complexes

1. Donner les expressions des pression et vitesse acoustiques en tout point x du tuyau .
Le tuyau est ouvert a ses deux extrémités x = 0et x = L.
a. Quelle est la valeur de la surpression p(x, t) en chacune de ces extrémités.
b. En déduire alors que seules certaines fréquences f,,, n entier , peuvent se propager dans le tuyau .

Application numérique :
Calculer la longueur L du tuyau pour que le son fondamental de fréquence f; = 440 Hz puisse exister.

Solution
Partie A
1. lavitesse des particules est :
ou;(x,t )
up(xl t) = la(t ) = i(l)uopel(wt_kx)

En utilisant 1’équation d’Euler dans le cas unidimensionnel nous avons

dp,(x, 1) 01, (x, t)
ox TP =0

Nous obtenons : p,(x,t) = iwp,V ug,e @i+,
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2. L’intensité est la puissance par unité de surface :
P
=3
avec : P = Spyu, = Sw?peV uf,[sin(wt — kx)]?
L’intensité instantanée est donc :
I = w?poV uf,[sin(wt — kx)]?

L’amplitude de I’intensité :

Loy

IOp = a)ZpOV ugp = uop = W

Application numérique : ug, = 0.24 um.

Partie B

1. De la méme facon nous calculons les vitesses et pressions associés aux ondes incidentes et

réfléchies :
Uy (%, 1) = Ugpe @D et u,(x,t) = up,e (@)
L’onde résultante est une superposition des deux ondes précédentes :
u(x, £) = up(x, ) + u, (x,8) = etug,e™** + uye ]
Les vitesse et pression associées sont respectivement :
u(x, t) =ay(x,t) + U, (x, t) = iwe™{ug,e ™ + ug,e ]

—ikx

_ uOreikx]

p(x,t) = pp(%,8) + pr(x, 1) = iwpVe ugye
2. Le tuyau est ouvert en ces deux extrémites
a. Tuyau ouvert implique une pression nulle :

p(0,t) =p(L,t) =0

b. A partir de ces deux conditions nous obtenons les valeurs des fréquences propres:

_nV
fn_ZL

Application numérique : pour n = 1et f; = 440 Hz, L = 38.64 cm.
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Exercice 3

Un tuyau semi infini de section S, renfermant un gaz de masse volumique p, est fermé au point d’abscisse
x = L par une impédance terminale Z, = Z. = pV /S (Figure 3). En x = 0 et perpendiculairement a 1’axe
Ox, une paroi d’épaisseur négligeable qu’on assimile a un piston de masse m est reliée a ’extrémité x =
L par I’intermédiaire d’un ressort de raideur b. On envoie de —co une onde de pression plane et sinusoidale
pi(x, t) = A ef(@t=kx),

On appellera p;(x,t) et p,(x,t) les ondes de pression dans les régions x <0 et 0 <x <L
respectivement.

1.

Donner les expressions de p, (x, t) et de p,(x, t). En déduire les expressions des vitesses de particules
1y (x, t) et u,(x, t) respectivement associées a p; (x, t) et p,(x, t).

Ecrire la condition de continuité de la vitesse particulaire au plan d’abscisse x = 0.
Ecrire la relation fondamentale de la dynamique appliquée a la paroi de masse m.

En déduire I’expression des coefficients de réflexion et de transmission en pression, respectivement
R, et T, en x = 0. En déduire leurs modules ainsi que leurs phases.

Que deviennent ces coefficients dans les cas particuliers suivants :

a. w=+b/m.

b. m — oo,
On se place dans le dernier cas particulier ou m — oo,
a. Montrer que le champ de pression, dans la région x < 0, s’écrit sous la forme d’un produit :

p1(x,t) = f(x) - g(t)
Donner les expressions de f(x) et g(t) en fonction de 4, k, w, x et t.

b. Sachant que le premier nceud de pression se trouve a une distance d = 4.2 cm. Déterminer la
vitesse de propagation du son dans le fluide, sachant que la fréquence est f = 2 kHz.

m

ZL:ZC

(p,V,S) . V,$)

I =
<

Figure 3
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Solution
1. Les expressions des pressions sont :
p1(x,t) = A e/ (@t=kx) 1 B gjlwt+kx)
p2(x,t) = C e/(@t=k»)

En utilisant 1I’équation de I’hydrodynamique nous trouvons :

1 . ) .
U (x,t) = p—VeJ“’t[A e Jkx — B eJk¥]

c .
. t) = j(wt—kx)
Uy (x, t) €

2. Enx = 0, la continuité de la vitesse particulaire donne :
17(0,8) = 1,(0,t) = A—B=C
3. Enappliquant la relation fondamentale de la dynamique :
Sp1(0,8) = Sp,(0,t) = bu,(0,t) = miiy(0,t)
sachant que : 1, (0,t) = 1,(0, t).

ce qui donne
b . :
Sps0,0 ~ pa(0,0] = (o + jmo ) 2(0,1)
donc
b
pVS(A+ B) = [(]_a) +jmw) + pVS] C

4. A partir des équations :

A—-B=C

b
pVS(A+B) = [(]_a) +jmw) + pVS] C

avec .
Zy = (i +jmw)
jw
et
Z.=pVS
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On trouve aisément :

° B Z
PTA 27+ 7,

et:

C 27,
sz—z—
A~ 2Z,.+27,

Leurs modules respectifs sont :

b
maw —5
|Rp| = N
J(ZpVS)Z + (ma) — 5)
20VS
|T| = >

b
2 "
\/(ZpVS) + (mw )
el leurs arguments respectifs sont :

s
Arg(Rp) = E — Arctg TVS(U
b
mw — —
w

Arg(Tp) = —Arctg ZPT

5. Dans le cas ol w = /b/m, nous avons :
R,=0¢etT, =1.
Dans le cas oum — oo :
R,=1¢etT, =0.

6. Dans le cas précedent (question 5.c), le coefficient de réflexion R, = 1. Dans ce cas la pression
devient :

p1(x,t) = 24 cos(kx) e/t

AV
d=>=— =V =4fd

4 af
Application numérique :
V =336ms!
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Exercice 4

Un tube cylindrique de longueur infinie et de section constante S, contient deux fluides (1) et (2) de
masses volumiques p, et p, respectivement et ou V; et V, sont les vitesses de propagations respectives
dans les milieux 1 et 2. L'origine O du repere est placée en x = 0, de sorte que le premier fluide occupe
I’espace des x < 0 et que le fluide (2) occupe I’espace des x > 0 (voir figure 4).

(p1, x1) (P2, x2)
x' ° X
Fluide 1 0 Fluide 2
Figure 4

Une onde acoustique plane progressive de pression p;(x,t) = A e/(@t=%1%) se propage dans le fluide (1).
k, représente le module du vecteur d’onde :

Vo

p1 et x; sont respectivement la masse volumique et le coefficient de compressibilité adiabatique du fluide.

L’onde de pression donne naissance a une onde réfléchie se propageant dans le sens des x décroissants

ainsi qu'a une onde transmise se propageant dans le sens des x croissants. Ces deux ondes sont aussi
sinusoidales et progressives.

1. Donner, en justifiant votre réponse, les expressions mathématiques réelles des surpressions
acoustiques associées aux ondes réfléchies et transmises.

2. En appliquant la relation d’Euler, calculer les vitesses des particules u; , &, et i, des ondes incidente,
réfléchie et transmise.

3. L’impédance acoustique d'un fluide a 1'abscisse x et a l'instant t s'écrit Z = p(x, t)/su .
En s'appuyant sur les conditions de continuité caractérisant le passage de I'onde du fluide (1) vers le
fluide (2), déduire les deux équations liant les amplitudes des ondes incidentes, transmises et
réfléchies.

b. Donner le coefficient de réflexion Ry et de transmission Ty en amplitude en fonction de Z, et Z,.
4. La puissance sonore moyenne véhiculée par chaque onde acoustique est donnée par la relation :

<P>=8<plxt)ulxt) >
a. Déterminer les coefficients de réflexion ay et de transmission a relatifs aux puissances acoustiques.
Quelle remarque peut-on faire au sujet de ces coefficients?
b. Calculer ay et a; si le milieu (1) est de l'air Z; = 450 Rayleigh et le milieu (2) est de I'eau Z, =
1.5 10° Rayleigh.

c. Refaire le méme calcul de ay et a; pour I'eau et la terre d’impédance Z; = 4.2 10° Rayleigh.
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En analysant les résultats obtenus en b et ¢ peut—on savoir si un poisson dans I'eau est effrayer quand un
pécheur parle ou quand il se déplace sur le rivage ?

Solution
1. L’onde incidente en x = 0 s’écrit sous la forme : p;(x,t) = A e/ (@t=k1x)

Cette onde se propage dans le milieu 1 (x < 0), dans le sens des x croissants. En x = 0, il y a variation
d’impédance, ce qui donne naissance a une onde réfléchie qui est régressive dans le milieu 1 et d’une onde
transmise qui est progressive dans le milieu 2. Ces deux ondes ont la méme pulsation w, leurs amplitudes
respectives sont B et C:

pr(x,t) = B /(@0
pe(x,t) = C /(r7e®)
avec . k1,2 = (U/Vl,z.

2. A partir la relation d’Euler, nous obtenons

A .
U (x, ) = — ef@t-ki®)
l p1V1

B )
U (x, t) - ej(wt+k1x)
" p1V1

c .
U (x,t) = — ef@i-ke®)
‘ p2V2

3. Coefficient de réflexion et de transmission
a. En utilisant les conditions de continuité, nous avons :

pi (0,t) +p,(0,t) =p. (0,t) > A+B=C

1
u; (0,8) + 2, (0,8) =1, (0,8) = (A-B) =
p1V1 pP2V2
b. A partir des équations de continuité, on trouve:
Zz - Zl ZZZ

R

= T=
Pz, +Z,)P 7,4+ 7,

4. En utilisant la définition de la puissance on trouve :

Py = 1542  A?
Y 2pn 274
139

N. MAGHLAOUI



_1SB*> B

P)== = —
(P) = 15C? _ C?
‘ S 2pV, 27,

ou (P;), (B.) et (P;) sont respectivement les puissances moyennes de 1’onde incidente, réfléchie et

transmise.

a. Les coefficients de réflexion et de transmissions en puissance sont :

P Z, — Z.1°
aR=<T)=R2— 2 1]

(P;) Pz + 7,

B T, 40T
T7URY T Z, P T (2 + Zy)?

Nous constatons que ay + ar = 1, ce qui traduit la conservation de puissance dans le cas conservatif.
b. Dans le cas de réflexion air eau, nous trouvons :
agr =099 etar =0.01
La réflexion est presque totale.
c. Dans le cas d’une réflexion terre eau, nous trouvons :

A partir des résultats précédents (questions 4.b. et 4.c.) nous concluons que le poisson a plus de chance

d’étre effrayé lorsque le pécheur se déplace sur le rivage que lorsqu’il parle.
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Exercice 5

Un tuyau de section constante S constitué de deux parties (A, B) distinctes de longueurs respectives L,
et L, contenant deux fluides de masses volumiques p; et p, soumis a une température et une pression
constante. Les deux extrémités (voir figure 5) sont fermées par des parois rigides. (x = —L;, x = L,).
Les deux parties A et B sont séparées par une surface virtuelle sans masse et ne permettant pas la diffusion
du fluide d’une partie vers 1’autre.

1 X

| | IS
1 1 1T 7

_Ll 0 LZ
Figure 5

On génere deux ondes acoustiques monochromatiques planes, u, (x, t) et u, (x, t): étant les déplacements
acoustiques).
uy (x,t) = A expj(wt —kix) + By exp j(wt + kyx), pour —L;<x<0
u, (x,t) = Ay expj(wt — kyx) + Byexpj(wt + kyx), pour 0<x<1L,

1. En écrivant les conditions aux limites en (x = —L,, x = L,), montrer que les deux ondes de
déplacements peuvent se mettre sous la forme:
uy (x,t) = Ax)expj(wt — a) etu, (x,t) = B(x) expj(wt — B)
Préciser les fonctions reelles A(x) et B(x) ainsi que les arguments o et f.

2. Calculer les pressions acoustiques correspondantes p;(x, t) p,(x,t).

3. Enutilisant les conditions de continuité, en x = 0, montrer que I’équation aux pulsations propres sous
la forme:
atg(cw) +btg(dw) =0
Préciser les expressions des constantes a, b, ¢ et d en fonction des longueurs L, et L,, des masses
volumiques p; et p, et des vitesses de propagation V; et V,.

141
N. MAGHLAOUI



Solution
1. Enutilisant la conditionen x = —L; :
Uy (=L, t) = Ay expj(wt + kyL;) + Byexpj(wt — kL) =0
ce qui donne
Ajelfilt = —B e7Tkili = B = — 4 eVkiln
en injectant dans I’expression de u, (x, t), on trouve :
uy (x,t) = —2jA; sin[k, (x + Ly)] e/ (@t+kils)
De la méme fagon, nous avons :
u, (Ly, t) = Ay exp j(wt — kyLy) + Byexp j(wt + kyLy,) =0
d’ou :
Aye kel = —_p elkels — B, = — A, e 2Ikal2
En injectant dans I’expression de u, (x, t), on trouve :

u, (x,t) = 2jA, sin[k, (L, — x)] e/ (@t=kzL2)
par identification :
A(x) = =2jA; sin[k, (x + Ly)], B(x) = 2jAz sin[ky(Ly — x)], @ = =k, Ly et B = kyL,

2. Enutilisant I’équation d’Euler, nous avons :
0p1,
ox

= P1,2w2u1,2

Apreés calcul :
p1 (x,t) = 2jA1p1Viw cos[k, (x + Ly)] e/ @ttkaly)
p; (%, 1) = 2jA;p, Vo0 cos[ky (L, — x)] el @t-kal2)

3. En utilisant la continuité des déplacements et des pressionsen x = 0 :
uy (0,t) = uy (0,t) = —A; sin(k,L,) e/¥1l1 = A, sin(k,L,) e Tk2l2
p1(0,t) = p, (0,t) = A;p,Vy cos(kyLy) e/¥1t1 = A, p,V, cos(k,L,) e T*2la

A partir des equations précédentes :

1 wlL 1 wL
5(77) + srte() = 0

t t
p1V1 Vi AL V
par identification :

1 b 1

a = , =

p1V1 p2Vs
L L
c=—,d==2
Vi 2
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Exercice 6

Une onde acoustique plane, sinusoidale de pulsation o, d’amplitude A, se propage suivant la direction Ox
dans un milieu fluide de masse volumique p1. Elle arrive sous incidence normale sur un second milieu
fluide de masse volumique p 2 et d’épaisseur Lo, dépose sur un solide parfaitement rigide (Figure 6).On
notera V1 et V2 les vitesses de propagation respectives dans chacun des deux milieux fluides. Les vecteurs
d’onde correspondants seront notés respectivement ki et ka.

XI

Milieu 1
0]
Milieu 2 1
L2
\ 4

Solide rigide

\ 4

X

Figure 6

Dans chacun des deux milieux, la pression acoustique s’écrit respectivement
p1(x, t) = Ael@t=kix) 4 peilwt+k,x)
p,(x, ) = Celwt—ka2%) | pellwt+kyx)

1. Ecrire les expressions respectives, U (X,t) et U,(X,t), des vitesses de particule dans le milieu 1 et dans
le milieu 2.

2. Ecrire les relations de continuité pour la pression acoustique et pour la vitesse des particules en x = 0.
En déduire deux relations entre les coefficients A, B, C et D.

3. ‘Ecrire la relation de continuité pour la vitesse de particule en x = L,. En déduire une relation entre les
coefficients C et D.

4. En déduire le coefficient de réflexion R = B /A. Donner le module et la phase.

5. Mesure de la vitesse V>

a. Quelle est la condition pour que, dans le milieu 2, la pression posséde un noeud en x= 0 et un seul
ventre?

b. Sachant que le premier noeud de pression dans le milieu 1 se situe en x = —L1, calculer la vitesse
de propagation V> en fonction de Vy, L1 et Lo.

c. L’expérience est réalisée, dans les conditions ci-dessus, avec de 1’eau comme milieu 1 (V1 = 1500
m/s) et de la glycérine comme milieu 2. On mesure L1 = 7.5 mm et Lo = 4.95 mm. Quelle est la
vitesse de propagation V> des ondes acoustiques dans la glycérine.
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Solution

1. A partir de I’équation d’Euler

1 [ 5 .
uy(x,t) = Z—elwt[Ae_lklx - Belklx]
1

1 . . .
Uy (x, ) = —e'@t[Ce k2 — petka¥|
Z,
2. Les relations de continuité en x = 0 donnent :
p:1(0,6) =p,(0,t) 2 A+B=C+D
1 1
1,(0,t) =1,(0,t) > =—(A—B) ==—(C—-D)

Z, Z,

3. Enx = L, la vitesse des particules est nulle i1, (L,, t) = 0 = Ce~*2l2 — petkal2 =

4. Des relations précédentes nous avons :
B Zy+jZ,ctg(k,Ly)

A jZyctg(kyly) — 7y

Son module et sa phase sont :
Z
IRl =1, = 2 Arctg [Z_z ctg(kZLz)]
1

5. Mesure de la vitesse V,
a. Avoir un nceud de pression en x = 0 et un seul ventre implique

Lot b
4~ Af
b. Dans le milieu 1, le premier neeud de pression se trouve en x = —L4, cela implique
Lohlh
2 2f
c. Lavitesse est déduite en tenant compte de la conservation de la fréquence
L,
v, =2 L 1A
Application numérique : V, = 1980 ms™!
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Exercice 7

Dans tous les véhicules disposant d’un moteur a explosion (essence, diesel,...), les gaz de combustion
sont évacués par un tuyau d’échappement. L’explosion provoquée par la combustion du mélange essence-
air donne naissance a une onde de pression qui se propage a I’intérieur de ce tuyau et peut donner lieu a
des bruits extrémement désagréables. Pour limiter I’intensité de ce son, on utilise un pot d’échappement
qui est tout simplement constitué d’un tuyau de section supérieure a la section du tuyau d’échappement.
On se propose d’étudier le fonctionnement d’un tel dispositif qui peut étre modélisé par le schéma de la
figure suivante.

&&= VVers le moteur Vers la sortie des gaz =—=)

x=0 x =L

Ce systéme simplifi¢ est constitué d’un tuyau de longueur L et de section S, > S;. En x = L, ce tuyau est
prolongé par un tuyau de longueur infinie et de section S;. Ces tuyaux contiennent le méme mélange
gazeux de masse volumique p dans lequel les ondes acoustiques se propagent a la vitesse V. Les
impédances caractéristiques, spécifiques et respectives des tuyaux de section S; et S, sont
respectivement :

1. L’onde acoustique issue du moteur est représenté par:

pi(x,t) = Ay el (@t—kx)

Expliquer pourquoi le champ de pression acoustique peut s’écrire :
Régiona (x < 0):
p1(x, t) = Ay e/ (@t7kx) L B pilwt+kx)

Régionb (0 < x < L):
po(x,t) = A, el(wt—kx) 4 B, el(wt+kx)

Région ¢ (x > L)
p3(x,t) = A3 o) (@t—kx)

Que représentent A,, B;, A,, B, et A3 ?

2. Calculer les débits d; = Sy, (x, t), d, = S,1,(x, t) et d3 = S;15(x, t) correspondant respectivement
aux régions a, b et c. Sachant que 4, 1, et 15 représentent la vitesse des particules dans chacune de
ces régions.
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3. Ecrire les relations de continuité (débit et pression) en x = 0 et en déduire I’expression de A, , en
fonctionde 4, , B, ,Z, et Z, .

4. Ecrire les relations de continuité (débit et pression) en x = L et en déduire I’expression de A, et B, en
fonctionde A;, Z; et Z,.

5. Dansle casou S, = 45, eten utilisant les résultats précédents pour A, et B,, montrer que le coefficient
de transmission en intensité acoustique est égal a :

A7 1

Al 14 B[sin(kL)]?

Ay =

6. Pour quelles valeurs de la longueur L, le coefficient a; est minimal ? En déduire la longueur minimale
de L correspondante. Calculer le coefficient a, correspondant et conclure.

Solution :

1. Dans la région (a) (x < 0),une onde incidente se propage. En x = 0, nous avons une variation
d’impédance, I’onde incidente engendre une onde réfléchie dans la méme région et une onde transmise
dans la (b) région (0 < x < L), nous avons donc dans la région (a) la superposition d’ondes
progressive et régressive, d’amplitudes respectives A;, B, et de pulsation w:

pi(x,t) = Ay e/ (@t7kX) 4 B oJ(@t+kx)

L’onde transmise a travers la frontiére en x = 0 est progressive, en x = L cette onde rencontre une
variation d’impédance due a la variation de section, cela donne naissance a une onde réfléchie dans la
région (b) (0 < x < L), et transmise dans la région (c) (x = L).

Dans la région (b), nous avons donc la superposition d’ondes progressive et régressive, d’amplitudes
respectives A,, B, et de pulsation w:

P, (x,t) = A, e/@t=k0) 4 g gilwt+kx)

Dans la 3°™ région (région (c)), nous avons une onde transmise a travers la frontiére en x = L, cette
onde est progressive, de pulsation w et d’amplitude A5 :

ps(x,t) = A3 el (t—kx)

2. En utilisant la relation de ’hydrodynamique, nous avons :
Dans la région (a) :

1 . . .
uy (x,t) = p—ve]wt(/h e Jkx — B, e/kx)
Dans la région (b) :

1 . . .
U, (x,t) = p—vef“’t(Az e Jk* — B, eJkx)

Dans la région (c) :

1 )
113(x, t) = _A3 ej(wt_kx)
pv
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Les débits associés sont :
Dans la région (a) :
d,(x,t) = Sju,(x, t) = leej“’t(Al e Jkx — B elkx)
Dans la région (b) :
d,(x,t) = Sy, (x, t) = Zizef“"t(A2 e Jkx — B, elkx)
Dans la région (c) :
ds(x,t) = S;us(x,t) = Zl1A3 eJ (@t=kx)
3. Les conditions de continuittenx = 0:
p1(x,t) = po(x,t) = A + By = Ay + B,
di(x,t) = dy(x,t) = Zl[/h - B = 21‘[142 — B,]

1 2

4. Les conditions de continuitéenx = L :
po(L,t) = p3(L,t) = Aye /¥t + B,e/kl = Aze /KL
d,(x,t) = ds(x,t) = Z%[Aze_j“ — Byelk] = Zi1A3e_jkL
5. Dans le cas particulier ou S, = 4S;, nous avons Z; = 4Z, :
A+ B, =4, +B,
A, — By = 4[A; — B,]
A,eJ + Byel® = Aze=I
4[A,e7% — B,e/%] = Aze™I®
avec: a = kL.
Dans ce qui suit on pose : A, = A,e ' B, = B,e/% et A; = Aze /%,

Les équations précédentes deviennent :

A1+Bl=A2 +BZ (1)
1
4 (A1 —By) = A; — B, (2)
AZ + EZ = /T3 (3)
_ _ 1._
AZ - BZ = ZA3 (4)
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En calculant (1) + (2), (1) — (2), puis (3) + (4) (3) — (4) :

5 3 ()
ZgAl + ZSBl = 2A2
ZAl + ZBl ES ZBZ (6)
_ 5_ 5
28, = 745 = 24, = 7 A5 (7
_ _ 3 .
ZBZ = ZA3 = ZBZ ES ZAge_zja (8)

En remplagant I’expression de A, en (7) dans I’équation 5, et I’expression de B, en (8) dans I’équation
(6) nous obtenons :

5 3 5 )
ZAl +ZB1 = ZA3 = 5A1 + 3Bl == 5A3

3 5 3 . :

ZA1 +2B1= ZA3e‘21“ = 3A; + 5B, = 343 %@ (10)

Il devient alors aisé d’éliminer B; des deux equations et de trouver :

As 1
1. \ 11
| +j%e‘1“ sin(a) (1)
Le module au carré de I’expression précédente est :
_ A L
* =z, 225 (12)

1+ i [sin(a)]?
7. a; est minimal lorsque

s
sinfla)=t1=a=02n+ 1)5

avecn € N.

Sachant que a = kL

2
L=(@n+1)7

La longueur minimale est donc :

Dans ce cas la valeur numérique de a; est :

a, == =0.22

-, 225

Afin de réduire au maximum la pollution sonore, la longueur L doit étre égale (2n + 1) 1/4.
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Ondes élastiques dans les solides
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Résumé de cours

1. Equation d’onde

e Cas d’une onde longitudinale

Considérons une onde acoustique de faible amplitude se propageant suivant la direction x dans un

solide déformable continu et isotrope, de section S et de masse volumique p (Figure 1).

Lors de sa propagation, 1’onde acoustique s’accompagne d’une variation infinitésimale de la

déformation £(x, t) et de la contrainte t(x, t).

Afin d’établir I’équation d’onde, nous nous basons sur deux équations :

— Larelation fondamentale de la dynamique appliquée a élement du barreau solide de section S et
de largeur infinitesimale Ax (les forces agissant sur cette tranche résultant de la variation de
contrainte liée au passage de I’onde).

0%u, OF
pS =
at?  ox

u, . le déplacement normal a la section S des particules.

— Laloi de Hooke qui traduit la nature élasique des matériaux dans le cas des faibles déformations.
Cela se manifeste par une relation linéaire entre la contrainte 7 et la déformation €. Dans le cas
d’une onde longitudinale

1F 1
E=====T
ES E
avec :
ou,
E =
0x
E représente le module de Young, qui est une constante caractérisitique du matériau.
Uy ux+Aﬁ
1 1
(0, E)
Fx Fx+Ax
| | - x
. x + Ax
Figure 1

A partir de ces équations, nous obtenons 1’équation d’onde de d’ Alembert :
0%u, 10%u,
dx% v 9tz

avec .
E
p

v représente la vitesse de propagation de I’onde longitudinale.

v, =
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e (Cas d’une onde transversale

Lorsque I’extrémité du barreau est soumise a une force paralléle a la section S (force de cisaillement),
nous pouvons supposer que chaque section du barreau se déplace de bas en haut et de haut en bas sans
mouvement horizontal. Le déplacement des particules est alors u, transversal, 1’onde est alors
transversale.

A 7 A
(p’ E) F(x + Ax
A
u,(x) u,(x + Ax)
> X
. x + Ax
Figure 2

Une démarche analogue au cas de 1’onde longitudinale, permet d’obtenir léquation d’onde de
d’Alembert.
La loi de Hooke s’écrit :
1F 1
“T6sG"
G est une constante caractérisant le matériau, que 1’on appelle module de cisaillement.
avec :
ou,
T oox
La relation fondamentale de la dynamique appliquée a une tranche d’épaisseur Ax donne:
0%u, OF
PSar = ax
Les équations précedentes permettent d’obtenir I’équation de d’ Alembert pour une onde transversale
dans le solide :

&

0%u, 10%u,
dx2  v2 0tz

avec .

Impédance

Dans le cas d’une onde plane progressive sinusoidale la solution de I’équation d’onde s’écrit :
u, = Ae'( @t~k (dans le cas d’une onde longitudinale).
u, = Be'(Wt=k%) (dans le cas d’une onde transversale).

w représente la pulsation de 1’onde.

k le module du vecteur d’onde.
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On appelle impédance en un point le rapport de I’amplitude complexe de la force a I’amplitude
complexe de la vitesse de particule.
Dans le cas d’une onde longitudinale:

F,
Z(x) ==
Uy
avec :
ou,
F, = —SE—
x 0x
Dans le cas d’une onde transversale:
Z(x) ==
Z
avec :
u’Z
E, = -SG
z 0z
Dans le cas de I’onde plane longitudinale progressive et sinusoidale, nous trouvons:
Z(x)=SZ,
avec :

Z. =./pE

Dans le cas de I’onde plane transversale progressive et sinusoidale, nous obtenons:
Z(x)=SZ,

Z. = \/pG

. Réflexion-transmission entre barreaux semi-infinis

avec .

Soit deux barreaux de masses volumiques p, et p,, de méme section S et de longueur semi-infinie,
reliés en x = 0. Une onde longitudinale venant de —oo se propage vers x = 0 dans le premier barreau,
elle donne naissance au point de jonction, x = 0, a une onde réfléchie et une onde transmise (Figure
3).

(p2, E2)

Onde incidente Barreau 1 Barreau 2

x=0
Figure 3

L’écriture de la continuité du déplacement et de la contrainte mécanique en x = 0 permet d’obtenir
le coefficient de réflexion R, et le coefficient de transmission T,, définis respectivement par :

7, — 7
Ru — 1 2
7, + 7,

27

T, = L
7, + 7,

OU Zl = S'\’plEl et ZZ == S szZ
E; et E, représentent respectivement les modules de young des barreaux 1 et 2.
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Exercices et problemes corriges

153
N. MAGHLAOUI



Exercice 1

Un barreau métallique cylindrique, d’axe x’Ox, de surface de section S, a une longueur au repos #.
Il s’allonge de §¢ lorsqu’il est soumis a deux forces opposées Fet—-F appliquées a ses faces terminales
(Figure 1).

1 P 1
D T
’ E
I AP A wE) K
0
3 Py, : Figure 1
< >
, 5 JE
——J—C---....L’ ----- B e I e ( —p———)— —————————— —-}---—————---'—)‘
0 —F F

On note F = F7. Pour F suffisamment faible, la variation relative de longueur &¢/€est reliée a F par la
Loi de Hooke :

6¢ 1F

?TES
Ou E est une constante appelée module de Young (E dépend de la nature du métal constituant le barreau).

1. En quelle unité ST s’exprime le module de Young E ?

2. Pour calculer la vitesse du son dans un barreau métallique cylindrique homogéne tres long, d’axe
x'Ox, de surface de section S, on étudie 1’évolution d’une tranche du barreau sous ’effet de la
perturbation sonore. (1) désigne la partie du barreau située a gauche de la tranche, (2) partie située a
droite de la tranche.

(a) au repos . x +. dx
I PR S S WE) %
0
(b) Lors du passage de la X X Figure 2
perturbation (instant t) ! !
X ey PR | wE) %
0 —F F

Au repos (Figure a ci-dessus), la tranche a une longueur dx. Elle est comprise entre les plans d’abscisses
x et x + dx. La masse volumique, dans ce cas, est constante et égale a p,.

A Dinstant t, sous I’effet de la perturbation sonore (Figure b), la tranche est comprise entre les plans x; et
Xy, avec x; = x +u(x,t) etx, = x +dx + ulx + dx, t).
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u(x, t) est le déplacement de partlcules La masse volumique en x a I’instant t est p(x, t). La partle 1)
exerce sur la tranche une force F1 De méme, la partie (2) exerce sur la tranche une force F2 Ona F1 =
—F(x,,t)T et F2 = F(x,, t)I.

On se place dans le cadre de I’approximation acoustique. De plus, la surface de section S ne dépend ni de
x nidet.

2.a. Exprimer la masse de la tranche en fonction de py, S et dx. A I’aide de la relation fondamentale de la
dynamique, établir une relation entre d%u/dt? et une dérivée de F.

2.b. Calculer la variation relative de longueur de la tranche lors du passage de I’onde. A 1’aide de la Loi
de Hooke, établir une relation entre F et une dérivée de u.

2.c. Déduire des questions précédentes, 1’équation de propagation satisfaite par u.
Donner I’expression de vitesse de propagation v, du son dans le barreau en fonction de E (module de
Young) et dep,.

Application numérique: calculer la vitesse v, en m/s, pour un barreau en acier (E = 2.101 SI,p, =
7850 kg/m3).

Solution

1.

?F

—_ 2
E 6£S=>EestenNm

2.a. La masse de la tranche est dm = p,S dx. La relation fondamentale de la dynamique appliquée a la
tranche considérée s’écrit:

2
- - u
F1+F2:dm&:>F2_F1:Fp0de

En tenant compte de I’approximation acoustique,

oF
F,—F,=F(x+dx+u(x+dx,t),t)—F(x+u(xt),t) zdxa

Nous avons donc:

F 9%u
ox gz Po’

2.b. La variation relative de longueur est:

60 ulx + dx,t) —u(x, t) _Ou
£ dx © ox

En tenant compte de la loi de Hooke:

du _ F
dx ES
155

N. MAGHLAOUI



2.c. En dérivant I’expression obtenue en (2.b) et en la reportant dans 1’expression (2.a), nous obtenons :

Exercice 2

Un barreau d’acier de 10~*m?de section droite et de 0.25 m de longueur est libre de se mouvoiren x =
0 et il est chargé a I’autre extrémité, en x = 0.25 m, par une masse de 0.15 kg.

a. Calculer la fréquence fondamentale des vibrations longitudinales de ce barreau.

b. Déterminer la position a laquelle ce barreau doit étre fixé pour causer la plus faible perturbation de
son mode fondamental de vibration.

C. Quand ce barreau vibre dans son mode fondamental, quel est le rapport de I’amplitude du deplacement
de I’extrémité libre a celle qui est chargée par la masse ?

d. Quelle est la fréquence du premier harmonique de ce barreau ?

Solution

1. Le déplacement des particules :
u(x’ t) — Aei(wt—kx) + Bei(wt+kx)
Nous appliquons le principe fondamental de la dynamique :

g ou 0%u
—_ —_— = m—
0xlyep dat? el
Ce qui permet d’écrire :
S\ pE[Ae™*E — Be*L] = imw[Ae ™! + Be'k!] (1)
La condition d’extrémité libre en x = 0, permet d’écrire :
F(0,t) =0
permet de trouver :
A=B )
Des équations (1) et (2) :
ta(kL) = — 2
S pE
qui peut s’écrire sous la forme:
. (wL) oL (mv? A3
S\ )T TV \SEL
Cette equation est du type :
tg(x) = —ax

a est une constante.
Afin de résoudre cette équation, je propose de faire un petit programme sous matlab (\Voir ci-dessous).
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Programme principal faisant appel a un une fonction ftanl
%calcul du mode fondamental
clear

clc

global a

E=2ell;

rho=7.8e3;

S=le-4;

v=sqrt (E/rho) ;

L=0.25;

m=0.15;

a=m*v*2/ (L*E*S) ;
fun=@ftanl;

sol=fzero (fun,pi/2) ;

omega=sol*v/L;

$Affichage du résultat

disp('Exercice 3')

disp ([ 'Mode fondamental : w=' num2str (omega) ' rad/s'])

Ci-dessous la fonction ftanl
function tanx=ftanl (x)
a=0.7692;
tanx=tan (x) +a*x;

end

Nous trouvons pour le mode fondamentale:
w = 31816.1456 rd s~ 1

La fréquence Corl’eSpOI |da| ite est :

2. Le barreau doit étre fixé au niveau du ventre afin d’avoir un minimum de vibration dans le mode
fondamental.
Nous savons que A = B (condition en x = 0).
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Le déplacement s’écrit alors :
u(x, t) = e'@t[Ae~** + Bek*| = 24 cos(kx) et

Le ventre se trouve a une position x, telle que :
ou(x,t)

= 0 = —2Aksin(kx) et = 0
0x

En d’autres termes: sin(kx) = 0.

La résolution de 1’équation précédente donne:

v
Xpn = le
Dans le cas du mode fondamental, nous avons n = 1, ce qui donne:
v
X =—
w
3. Le rapport d’amplitude est:
u(0,t) B A+ B

u(L,t)  Ae~kL 4 BelkL
Comme A = B (condition en x = 0)
Le rapport devient:
u©0,6) 1
u(L,t)  cos(kL)

4. Un calcul numérique exploitant le programme précédent nous trouvons la fréquence de la lére
harmonique égale a:

w = 42955.0207 = f = 6.8365 103 Hz
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Ondes électromagnetiques dans
le vide
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Résumé de cours

1. Les équations de Maxwell dans le vide

En 1873, Maxwell publie ses quatre équations. En 1888, Hertz réalise le premier générateur d’ondes
électromagnétiques.
Dans le vide en absence de charges et de courants (p =0,J.= 6), les champs électriques E et

magnétiques B obeissent aux équations suivantes :

divE = 0
divﬁ =0
L B
t{(E) = ——
rot(E) o
L oE

A partir des quatre équations de Maxwell nous montrons que les champs E et B obeissent aux
équations de d’Alembert :

e 0
- 10%°B
N

Dans le vide les ondes électromagnétiques se propagent a la vitesse de la lumiere :

1

\/ €oMo

2. Solution en onde plane progressive et sinusoidale

Cc =

Soit une onde plane se propageant dans le sens positif de 1’axe Oz, sans déformation ni aténuation :
E., E,, E,, By, By, B, sont des fonctions de (wt — kz).

w et k sont respectivement la pulsation et le module du vecteur d’onde k= ké,.
e Relation de dispersion
A partir de la relation de d’Alembert :

Tyl

1 092

t2:0

AE —

(o5}

CZ
nous démontrons que :

w
k=—
c

Cette relation est appelée relation de dispersion dans le vide.
e Transversalité de E et B
La relation divE = 0 entraine E, = 0.
E est perpendiculaire a k
Il en est de méme pour la champ magnétique.
k indique le sens de la propagation.
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e Détermination du champ magnétique B
A partir de la relation :

o 0B
rot =——
nous obtenons :
. kxE
B =
w
Cette relation peut s’écrire :
E=Bx¢

e Structure de ’onde

11 s’ensuit que le triedre (E , §, E) forme un triédre direct dans le cas d’une onde plane a tout

instant, et qu’en tout point de 1’espace :
- E.’ A
IE]
c

=~

1)

3. Polarisation

\ 4

v

Soit une onde électromagnétique caractérisée par son vecteur d’onde k = %é’z, son champ électrique

est :

E, = Ey, cos(wt — kz + ¢)
EM,t) E, = Eyy, cos(wt — kz + )
E,=0
Le champ magnétique associé a cette onde est :

Eoy
B, = —Tcos(wt —kz + )

EM.6) B, = %cos(a)t —kz + @)
B,=0
e Polarisation rectiligne
Si@ =Y +nm, avecn € Z*, alors :
Ey

— = Constante
Ey

La direction de E reste invariable dans le temps et dans 1’espace : I’onde est polarisée

rectilignement.
e Polarisation circulaire ou elliptique
Sig =¥+ (@2n+1)7,avecn € Z*, alors:
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ExN: (B )\
EOx EOy
L’extrémité de E (ou de §), en un point donné M de I’espace, décrit une ellipse au cours du temps,

d’axes paralléles a Ox et Oy: I’onde posseéde une polarisation elliptique (droite ou gauche). Si, de
plus, Eo, = Eo,y, la polarisation est circulaire.

4. Energie de ’onde électromagnétique

e Expression de la conservation d’énergie

dw - o
L +V-R=0
ot

oU wgyy, est la densité volumique d’énergie contenue dans le volume T.

W = fff wgy (M, t) dt

(™
et ol R est le vecteur de Poynting dont le flux a travers une surface S est égal a la puissance

pénétrant dans t.
p= [[&.-as

)

e EXxpression de wgy, et R

—

. . B 1/ ., B?
R=EX— et WM — = EoE +—
Ho 2 Fo
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Ondes électromagnetiques dans
les milieux linéaires homogenes
et Isotropes
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Résumé de cours

1. Les équations de Maxwell dans les milieux linéaires homogeénes et isotropes

Dans ce qui suit, nous considérerons des milieux matériels non magnétiques (la perméabilité du milieu
p est égale a la perméabilité du vide py, = 4m10~7Hm™1), homogénes (la permittivité & est
indépendante de la position 7), linéaires et isotropes.

On introduit les champs suivants :

- D : champ excitation électrique.
- H : champ excitation magnétique.

Pour des milieux linéaires et isotropes, on a les relations de proportionnalité suivantes :

D = ¢E
B = uH
Dans ce genre de milieu les équations de Maxwell s’écrivent :

divD = p

divB =0
- dB
t(E) = ——
rot(E) -
. aD
t(H)=7+—
ro ( ) ] ot

p et J sont respectivement les densités volumiques de charge et de courant.

2. Cas du plasma

Un plasma est un gaz ionisé, les atomes ou molécules du gaz sont chargés individuellement, mais le
milieu est globalement neutre car il y a autant de charges positives que de charges négatives. Un
plasma est un milieu dilué, avec de grandes distances entre chaque atome. Les ions étant trés lourds
comparés aux €lectrons sont pratiquement immobiles et ne contribuent pas a la propagation de I’onde
dans le plasma.

e Conductivité du plasma :

Lorsqu’un plasma est soumis a une onde électromagnétique (E , §) , les particules de masse mp portant
une charge gp ont comme équation de mouvement :
dii, R
mp W = qp E
Avec une onde caractérisée par une fonction de propagation a une dimension exp i(wt — kx), on peut
supposer une méme forme pour la vitesse de la charge. La relation entre la vitesse et le champ
électrique est donc :

im,w ¥, = q, E
De plus la densité de courant de conduction est donnée par (loi d’Ohm microscopique):

]_)zNCIpﬁp =VE
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Ou :

y : représente est la conductivité dans le plasma.
N : le nombre de particules par unité de volume.
v, : la vitesse des particules.

Finalement, nous trouvons :

N2
y=—i—2

mpa)
Cette conductivité est un imaginaire pur, ce qui indique que la vitesse des charges est toujours
déphasée de —rm/2 par rapport au champ électrique.

e Equations de Maxwell et relation de dispersion :
Les équations de Maxwell dans un tel milieu de permittivité g, et de perméabilité u, sont:

divE =0 divB =0
__,. 0B I OE
roth—E rotB=,u0]+,uoeoa

Ces quatre équations permettent de trouver la relation de dispersion dans un plasma :

k =
avec .
1
C =
v/ €olo
et:
Ngq?
“r me,

Cette pulsation appelée pulsation de coupure ou pulsation de plasma sépare le domaine fréquentiel en
deux régions :

e Région 1 : caractérisée par : w < w,.

I n'y a donc pas de propagation d’onde pour ces fréquences, I’onde est évanescente.
e Région 2 : caractérisée par : w > w,.

La relation entre k et w est non linéaire et donc le milieu est dispersif.

Les vitesses de phase et de groupe sont données par :
w C

_k 1_0)_5
w2
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Vg=—-=v |[l1——
g dk 2
Nous trouvons aussi :
c a),%
n=—w= —_ —2
U(p w

n étant 1’indice de réfraction.

Nous remarquons que : ¢ < v, etn < 1.

Ceci n’est pas paradoxal car cette vitesse ne correspond pas a la vitesse de propagation de
I’énergie (vitesse de groupe).

Nous constatons que : v, < c et que v, - v, = c>.

3. Cas des conducteurs

e Cas des bons conducteurs
Dans le cas d’un conducteur neutre, la densité macroscopique de charges libres est nulles (p = 0).
Nous avons donc :

divE = 0
divB = 0
, 0B

E)=——
rot(E) N

_ \ oF

rot(B) =uj+ ‘MSE

ajouté a cela j = yE.

y représente la conductivité.

En prenant E sous la forme d’une onde plane sinusoidale :
E = E’Oei(wt—ﬁf)

Les équations de Maxwell deviennent :

ik-E=0
ik-B=0
—ik xE = —iwB
—ikx B = (uy + iwpe)E
Nous trouvons la relation de dispersion suivante :
.Y
k? = ,us(l — l&)wz

k est donc complexe, dans le cas d’une onde plane sinusoidale progressive suivant z, k = k' — ik"
et le champ s’écrit :

ol

l

Ev’ — E’Oei(wt—kz) — E’Oe—k"zei((ut—k’z)
Nous avons une onde plane, progressive (k' > 0) et atténuée (k" > 0).
Dans le cas des bons conducteurs :
|4

—>1
wEe
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w

Les coefficients de propagation k’ et d’atténuation k" sont égaux. A pertir de k' nous calculons les
vitesses de phase v,, et de groupe v, :

k

W 20
ST Jw
dw 2w
v, = —_—

= 2
9 di 1y
Ces vitesses croissent en fonction de la fréquence.
k" permet de déterminer 1’épaisseur de peau 6 :

s_Ll_ |2 _ 1
K #re nfuy

L’épaisseur de peau § représente la distance au bout de laquelle I’amplitude de E (celle de B
également) est divisée par e.

e Cas des conducteurs parfaits
Un conducteur parfait correspond a la limite d’une conductivité y infinie. la densité de courant j
devant rester finie, la loi d’Ohm j = vE impose au champ ¢lectrique d’étre nul au sein du
conducteur parfait (E = 0).
Il en résulte les propriétés suivantes :
p=¢& divE = 0iln y a pas de charges
) B L
E=—rot(E)=0=»B=0
Par conséquent, un conducteur parfait se comporte comme un écran vis-a-vis du champ

électromagnétique EetB.
4. Cas des dielectriques parfaits

Dans le cas de ces matériaux, nous avons :

1=l &€= ¢¢&,p=07]=0
Dans ces conditions, les équations de Maxwell s’écrivent :

divE = 0
divB = 0
BN, o8
rot(E) =~
I oF
rot(B) = Hogogra
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A partir de ces équations, nous obtenons les équations d’ondes pour EetB:

- 10%E
R
- 10*B
B
ou la vitesse de propagation de I’onde :
1 c

L’¢équation d’onde permet de trouver la relation de dispersion suivante :

k=&

L’indice de réfraction est n = +/&,..
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Réflexion et réfraction entre
deux milieux
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Résumé de cours

1. Relations de passage

Dans ce qui suit, nous allons étudier la réflexion et transmission entre deux milieux linéaires,
homogenes, isotropes et non magnétiques.

Les équations de Maxwell :

div5=p
divB =0
L o8
t(E) = ——
rot(E) o
N aD
t(H)=7+—
rot(H) j+at
avec :

D =¢F

B = uH

p et J sont respectivement les densités volumiques de charge et de courant.

conduisent aux relations :
EZt —Ey = 6
0
BZn - Bln = Uén
ﬁzt - ﬁlt =fs X 5n

o etJ, sontrespectivement les densités superficielles de charge et de courant. €,, représente le vecteur
unitaire normale a la surface orienté du milieu 1 vers le milieu 2 (Figure 1).

Les indices t et n sont respectivement les composantes tangentielles et normales a la surface (S).

X
Jso [
= - - - X
(E1, B) ; (E, B,) ey [
Y —>
€z
0 >
z
Milieu (1) Milieu (2)
Figure 1
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2. Cas de deux diélectriques parfaits séparés par une interface plane

¢ Relations de passages

Considérons deux diélectriques parfaits, non magnétiques avec des constantes diélectriques &, et

&, et perméabilités u, = p, et u, = uo, separés par le plan z = 0. Les indices de réfraction sont

respectivement n, = +/g,; et n, =+/g,,. Soit une onde plane incidente sur I’interface, en
provenance du milieu 1 (Figure 2). En genéral, cette onde sera partiellement réfractée dans I’autre
milieu et partiellement réfléchie. Nous trouverons ici la relation exacte qui existe entre les ondes
incidente, réfractée et réfléchie. Nous procéderons simplement en appliquant les conditions de

continuité appropriées a ces trois ondes :

= =
Ey —Eye =
- -
BZn - Bln

Il
ol o o &l

D2y — Din
— By

Milieu (1)
(&1, 111)

Milieu (2)
(&2, t12)

Q
N {

<
<
D
Iy
X

-

ke

Q= = — -

u;, U, et U, sont les vecteurs unitaires des supports des vecteurs champs électriques des différentes
ondes, nous pouvons représenter ces derniéres en notation complexe par :

- Onde incidente : E; = Eyei(wt=ki7) ..

- Onde réfléchie : B, = E, ei(@t=kr7) g

- Onde transmise : E, = E el(@t—k7) g,
Les vitesses de propagations dans les milieux 1 et 2 sont respectivement v; et v, :

w w
Vi =N1—,V =Ny —
c’ c
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e Lois de Snell et Descartes
La conservation de la composante tangentielle du champ E montre que :
- La fréquence des ondes réfléchies et transmises sont égales a la fréquence de 1’onde
incidente w = constant.
- Les vecteurs d’onde réfléchi et transmis sont contenus dans le plan d’incidence (plan

formé par k; et la normale  la surface de séparation au point d’incidence).
- L’angle de réflexion 6, est égal a I’angle d’incidence 6;.
- Lesangles de transmission 6, et d’incidence 8; sont liés par la relation suivante :
n, sin ; = n, sin 6, (loi de la réfraction).

Ces resultats representent les lois de Snell-Descartes pour la réflexion et la réfraction.

e Coefficient de réflexion et de transmission
Champ électrique perpendiculaire au plan d’incidence
Nous allons considérer le phénomene de réflexion-transmission d’une onde plane sinusoidale
arrivant du milieu (1), sur le plan z = 0 séparant les deux milieux. On se propose de calculer les
coefficients de réflexion r et de transmission t. Dans ce qui suit, nous considérons le cas ou le
champ incident est perpendiculaire au plan d’incidence (plan de la figure) (Figure 3).

z 4
|
I T
|
Milieu (1) :
(51.111)
|
|
|
|
|
Milieu (2) :
(52:112) :
|
|
|
1

Figure 3

Les différents champs en notation complexe sont :
- Onde incidente : E; = Eyel(@t-ki7) g
- Onde réfléchie : E, = E,, ei(@t=kr7) g |
- Onde transmise : E, = Ey el(@t-ke7) g

avec .

- w - w - w
k; =ny = (sin; &, — cos 6; &,),k, = ny = (sin6; &, + cos 6, &,),k, = n, = (sin6, &, — cos 6, é,)
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Les champs magnétiques associés aux champs E;, E, et E, sont respectivement :

N E X E n]_ . - - =g
B, == - L= —?Eoie‘(“’t‘ki'r) (cos 6; e, + sin 6, ez)
— E X E nl . -~ - -
B. = T - r_ ?Eorel(wt—kr-r) (cos 0; ey — sin 0; ez)
- Et X Et le . - . -
B, = — = ?Eotel(wt—kt'r)(cos 0: e, +sin 6, ez)

La continuité de la composante tagentielle des champs donne :
Eo; + Eor = Eot
n, cos 0; (Ey; — Ey) = Ny cos 0, Ey;
Nous trouvons les formules de Fresnel :

. Eyr  nycosB; —n,cosb,
t 7 Ey  nycosB; +n,cos6,
_Eo 2n4 cos 6;

t T Ey  nycos6; +n,cos 6,
En utilisant la relation suivante :
n, sin@; = n, sin 6,
Nous trouvons :
_ sin(6; — 6,)
L= sin(6; + 6,)

- 2sin 6, cos 6;
y N Sin(@i + gt)
La notation [ ], indique que le champ électrique est dans le plan d’incidence.

Les coefficients de réflexion et de transmission en amplitude nous permettent de déterminer les

coefficients de réflexion et de transmission pour I’énergie.

On définit les facteurs de réflexion R et de transmission T en énergie, comme les rapports
respectifs des flux d’énergies réfléchi @,. et transmis &, au flux incident ®; en moyenne dans le

temps, a travers la surface S, au niveau de ’interface :
(®;) = (R;) S cos0;
<cDr> = (Rr) S cos gi
(@) = (R;) S cos O,

(R;), (R,-) et (R;) sont respectivement les valeurs moyennes des modules des vecteurs de Poynting

pour I’onde incidente, réfléchie et transmise.
Dans le cas d’une onde plane d’amplitude sinusoidale :

n, EZ

(Rj) =——*

HoC 2

(R,) = ny Egy

" pec 2

n, E§

R,) =———

(Ry) 2
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Ainsi, nous trouvons les expressions suivantes :
n, cos 6; — n, cos Ht)z

R, =1t =(
+ + n, cos 6; + n, cos 6,

nycosf; , 4nyn, cos 6; cos 6,

1 T nycos0; t T (ny cosB; +nycos,)?
La relation de conservation de 1’énergie est ainsi satisfaite :
R, +T, =1
Champ électrique dans le plan d’incidence

Dans ce cas les champs Ei, Er et Et sont compris dans le plan d’incidence. Les différentes ondes
s’écrivent :

- Onde incidente : E; = Eq;e!(“*~%) (cos 6; &, + sin §; &,).

- Onde réfléchie : E, = Eq.e!(@kr7) (cos 6; &, — sin6; é,).

- Onde transmise : E, = Eq,e!(“*%t7) (cos 6, &, + sin 6, &,).
Les champs magnétiques associés a ces champs sont :

- - - Ey; i .7 =
- Ondeincidente : B; = nl%el(‘*’t ki) €y
s 12 . = E, i o7 -
- Onde réfléchie : B, = —nl%e‘(‘”t"‘r ") 8.

H =4 E, i .7 o
- Onde transmise : B, = n, %el(wt ker) g

Milieu (1)
(&1, 1)
y
————— >
Milieu (2)
(&2, 42)

Figure 4

174
N. MAGHLAOUI



La continuité des composantes tangentielles du champ électrique et magnétique donne :
(Ey; + Ey) cosB; = Ey; cos 0,
ny(Eo; — Eor) = nzEq;
A partir des relations précédentes nous obtenons les coefficients de réflexion et de transmission
(Formules de Fresnel) :
Eo: 2 cos 6; sin 6,
b = Ey;  sin(6; + 6,) cos(6; — 6,)

Eyr _ tan(6; — 6,)

"=y = tan (@4 0)

La notation [ ], indique que le champ électrique est dans le plan d’incidence.

En utilisant la méme démarche que pour le cas d’un champ ¢électrique perpendiculaire au plan
d’incidence, nous trouvons les coefficients de réflexion R et de transmission 7j en énergie, dans
le cas ou le champ électrique est dans le plan d’incidence.
2
R =2 tan(6; — 6;)
=N = Sare. 2 a0
tan(@l + 91_—)
La conservation de I’énergie étant vérifice, alors :
4n,n, cos 6; cos 6,

hh=1-R, =
I ' ™ (ny cos 6; + n, cos 6,)?

Dans le cas particulier ou 6; = 0, nous avons 6, = 0. Les coefficients de réflexion et de
transmission s’écrivent :

ny —ny\?
RJ_ - R" - <n1 + n2>
et:
4nyn,
R R
+ : (ny + ny)?

R, est le seul coefficient a pouvoir s’annuler. Cela se produit lorsque 8; + 8, = m/2, ce qui
correspond a un angle d’incidence, appelé noté 65 (Angle de Brewster), tel que :

tg(85) =

g\0p) = 7l1
Lorsque 8; = Op, une extinction totale du rayon réfléchi se produit, accompagnée d’une
réfraction compléte.
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3. Réflexion en incidence normale sur un conducteur parfait

Expression du champ résultant

Supposons que le milieu 2 est un conducteur parfait (conductivité infinie). Une onde
électromagnétique plane, harmonique dont le champ électrique est polarisé suivant Ox se
propageant dans le vide arrive en incidence normale sur la surface de séparation (Figure 5). Des
considérations énergétiques montrent qu’il n y a pas de champ électromagnétique transmis et que
les seuls courants pouvant étre induits par cette onde sont sur la surface du métal.

A

X
E ., E=0" .,
—> Is Ex

—> —> —
H — H=0 €y
“ e’
0] >
z
Vide (1) Conducteur parfait (2)
Figure 5

L’expression complexe du champ dans le vide est :

=g 1 —_—
El — Eot el(wt—kz)ex

Ey .
_ i(wt—kz)5—
, = — ell e,

HoC

On cherche I’onde réfléchie sous la forme :
E—r) — EOr el(wt+kz)
La composante tangentielle du champ électrique au voisinage de I’interface est nulle, en particulier
lorsque X, y, z et t sont nuls :
E,=E +E, =0= Eyé,+Ey, =0
Il'y a changement de signe de la composante tangentielle du champ électrique.
Enfin nous trouvons :
E’ — _Eoi ei(wt+kz)é>x

Le champ magnétique associé a cette onde est :

—

Eoi .
— i(wt+kz)Z3
;= % eilettkng

HoC
Le champ résultant dans le vide s’écrit alors :

E = E, +E, = Ey; e®t[e”*% — e*%|e; = —2iE,; sin(kz) e'®te;
H=H +H, =—2 el@t[e~iz 4 elkz|e) = % cos(kz) e'“te,
HoC HoC
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Nous constatons que :

- L’onde résultante est stationnaire, mais elle est plane.
- Les champs sont orthogonaux.
- Les champs sont en quadrature de phase.

Pression de radiation
La discontinuité du champ magnétique, toujours en z = 0 donne :

H="2e®g =—j x&
y s n
HUoC
Comme ¢, = ¢é, , alors :
2 _ 2Eor e g
]S - € ex
HUoC
Le champ magnétique engendré au voisinage de I’interface par J; n’est autre que le champ réfléchi
E [ i - 7 - 7 - E i i - 7
”—02 e'®te), , du coté du vide, et par symétrie — ”—"; e'“te), du coté du conducteur.
0 0

Le champ créé par la distribution superficielle de courant se superpose a celui de I’onde incidente.
Ainsi, a Dintérieur du conducteur la résultante du champ incident et du champ créé par
Js est bien nulle, alors que dans le vide elle donne Zﬁi.
Une aire dS a la surface du conducteur subit donc de la part du champ incident ﬁi ’action de la
force de Laplace :
dF = J, dS x B;
Soit, en fonction de Eot :
(dF) = gyE2; dS 8,
La force moyenne est exercée perpendiculairement au conducteur, de I’extérieur vers 1’intérieur :
celui-ci subit donc une pression de la part du champ électromagnétique. Sa valeur moyenne dans
le temps est :
(I) = goEg;
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Propagation guidée entre
deux plans metalliques
paralleles- Application au
guide d’onde infini a section
rectangulaire
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Résumé de cours

1. Détermination du champ électrique E

Une onde électromagnétique de pulsation w, peut sous certaines conditions, se propager entre deux
plans conducteurs paralleles. Nous supposerons ces plans parfaitement conducteurs et illimités dans
la direction Ox. L’un des plans est pris pour le plan XOz et 1’autre a pour équation y = a.

On distingue des modes de propagation pour lesquels le champ électrique est transverse (modes T.E)
et ceux pour lesquels le champ magnétique est transverse (modes T.M). Nous nous limiterons a I’étude
des modes pour lesquels le champ électrique est polarisé suivant Oz.

éy
Plan métallique €,

=

4
(‘.

K

Plan métallique

Eestla superposition du champ incident et réfléchi :
E=E+E
- Ondeincidente : E; = Eyei(wt=Fi7) g |
- Onde réfléchie : B, = E,, ei(@t-krT)

avec .

> w . - - T w . - -

k; = ?(sm 0; e, —cos6; ey),kr =z (sm 0; e, + cosH; ey),
Le champ électrique sur le plan inférieur est nul, en particulier a ’origine (x = 0,y = 0,z = 0), ce
permet de trouver :

= -
Eor = —Epie;

En tenant compte de I’expression précédente, nous avons :
E = Asin(ay) el@t-k0g

ol A = —2iEy et a ==cos0;.
Cc
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Nous savons aussi que

cela nous permet de trouver que :

a = Tla
ou n est un entier non nul.
Relation de dispersion
L’¢équation de propagation dans le vide
i -L2E 5
c2 ot?

Nous trouvons donc :
2

G=(2) - ()

= |— —(n—
"o \c¢ a
Ainsi, seuls les modes de nombre d’onde vérifiant la relation précédente peuvent se propager entre les
deux plans. Ces modes sont en nombre fini car k,, n’est réel, en prenant n > 0, que si :

Pour n = 1, le guide d’onde ne peut propager que des ondes de pulsation supérieure a la pulsation

de coupure :

e
W, =DH—
¢ a

Dans ce cas les vitesses de phase v,, et de groupe v, sont :

Par conséquent :

g Y 2 it
E =Asin—e de e,
a

L’onde peut pénétrer dans le guide mais ne s’y propage pas. C’est une onde évanescente.
. Calcul du vecteur de Poynting et de la densité d’énergie

Dans un premier temps, nous commencerons par calculer le champ magnétique B.

Nous constatons que les ondes qui peuvent se propager dans le guide ne sont pas planes. Il en découle
que pour calculer B il faut intégrer la relation de Maxwell-Faraday.

A partir de la relation :
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Nous trouvons que :

A

B _ s - . > i(wt—kx)
B = w[la cosay & —ksinay é,] e

Nous constatons que B, # 0 : le champ magnétique n’est pas transversal.

Il est clair que R=ExHna pas la direction de propagation du champ électromagnétique a I’instant
t. Seule sa valeur moyenne dans le temps a la direction de é,.. Nous avons en effet :
(B = 5= 42 sin* @)
On en déduit la valeur moyenne dans 1’espace et le temps :
- A% k|
(R)y = PN
La densité d’énergie moyenne dans le temps est de méme :
1[ E* B?
(Wem)e = 2 [50 P + Z_.UO
1[A? A?
(wem)e = 5 lc—z sin?(ay) + 2 (a? cos?(ay) + kzsinz(ay))l

En calculant les valeurs moyennes dans le temps et 1’espace intérieur au guide, nous obtenons :
AZ
) = -
Nous obtenons donc :

(R))t,y =1y (w)t,y €x

L ’énergie électromagnétique se propage donc dans le vide en moyenne avec la vitesse de groupe, dans
la direction de propagation du champ électromagnétique.
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Exercices et problemes corriges

182
N. MAGHLAOUI



Exercice 1

Une onde plane électromagnétique de pulsation o se propageant dans le vide est donnée par le champ
électrique :

E, = Acos(wt + kx) &, (1)

OUk > 0etA > 0.La fréquence de I’onde f = 6 103 Hz.
1. Calculer numériquement la longueur d’onde A.
Quel est la relation entre w et k ?
2. a. Ecrire les équations de Maxwell dans le vide en absence de charges et de courants volumiques.

b. En déduire le champ magnétique B, de I’onde.

a . Déterminer la densité d’énergic électromagnétique wpg)y, et le vecteur de Poynting R.
Quelle est la relation entre wg,, et R?

Calculer les valeurs moyennes temporelles (wg,) et (R).

En quelle unité R est-il mesuré ?

2 o T w

Application numérique : On mesure pour le module de (R) la valeur 53,2 (unité S.1. demandée ci-
dessus). En déduire la valeur numérique de (wgy) et ’amplitude A de 1’onde (1).
4. En plus de I’onde (1), une deuxiéme onde de méme amplitude, de méme fréquence et de polarisation

rectiligne suivant z, se propage dans le vide, mais dans une direction opposée a celle de 1’onde (1).

a. Donner I’expression de cette onde ainsi que du champ magnétique qui lui ait associé.

b. Les deux ondes se superposent. Calculer le champ électrique et le champ magnétique de

I’onde résultante.
c. Quelle est la nature de cette onde ?

Solution

1. Lalongueur d’onde est :

1===5
=—==5um
f
A partir de I’équation de d’onde pour le champ électrique dans le vide, nous avons :
)
k=—
c
2. a.Dans le vide, en absence de toute charge et de courant, les équations de Maxwell :
-~ % o - 0B
V-E=0VXE=——
Jt
F.5=0Fx5-t L
7 T2 ot
b . Dans le cas d’une onde plane sinusoidale et uniforme :
. Kk xE A
B, == - L= ?cos(wt +kx) €,

3. a.Ladensité d’énergie électromagnétique :

1 ) B? A? )
Wey =5 gE* + % = oc? [cos(wt + kx)]
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Le vecteur de Poynting est :

. E,xB, A? e
R = =— [cos(wt + kx)]?€,
Ho HoC

b . La relation entre le vecteur de Poynting et la densité d’énergie électromagnétique est :

—

R = —C Wiy é)x

c . les valeurs moyennes sont :
2 2

A @A
2UoC? (R) Z,uocex

(wpm) =

d. R est mesuré en Wm™2,
Application numérique : {(wgy) = 1.77 1077 Jm™3 , A = 200 Vm™?!
a . L’expression du champ électrique E 5 est:
E, = Acos(wt — kx) &,
On en déduit :
B, = k2 X By = —écos(wt —kx)e
w c 4

b . La superposition des 2 ondes donne :
E = E, + E, = 24 cos(kx) cos(wt) &,

5 5 o 2A
B=B;+B, = ~ sin(kx) sin(wt) €,

c . La résultante est une onde stationnaire plane.
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Exercice 2

1. Deux ondes planes de méme fréquence f, polarisées rectilignement, se propagent dans le vide dans un
référentiel Oxyz de base orthonormée (éx, €y, 52), les champs électriques de ces deux ondes sont, en
notation complexe en un point M(X,y,z) de I’espace, a I’instant t :

E, =E, el(Wt=kNg et E, = aE, el@ttkng,
E, et a sont des réels positifs, et i = —1 ; on désignera par c la célérité de la lumiére dans le vide.

1.1. Calculer les champs B, et B, associés a E, et E, respectivement.

1.2. Exprimer les ondes E et B de ’onde résultante, et montrer qu’elle se met sous la forme :

E = E(x)e!®t &, B = B(x)e!*! &,

1.3. Exprimer en fonction de E,, a, c, k et x, les amplitudes |E(x)| et] B(x)| des champs EetB
respectivement en un point M(x,y,z).

On utilisera la transformation : e™ = cos(x) + i sin(x).

2. On appelle le taux d’onde stationnaire le rapport T = |E,0x|/|Eminl| des amplitudes maximale et
minimale du champ électrique.

2.1. Exprimer z en fonction de a.

2.2. Déterminer les positions des plans d’ondes :
ou I’amplitude est maximale.
ou I’amplitude est minimale.

3. On définit I’'impédance réduite (sans dimension) de I’onde €lectromagnétique résultante en M :
1E&(x)
Z(x) =-
) ¢ B(x)
ou E(x)et B(x) sont les amplitudes complexes en M(x,y,z) des champs EetB. Exprimer Z(0)dans le

plan x = 0, en fonction de a.

Solution
1.
1.1. Dans le cas d’une onde plane :
~ kxE
B =
)

On en déduit que :

- E, .
B, = CO el(wt—kx)éz
et:

E

- 0 . N

BZ = —a el(wt+kx)ez
C

1.2. E(M,t) =E, + E, = E, (e~ 4 gel®)eivt g,
B(M,t) =B, + B,
D’ou: B(M,t) = % (eihx — geikx) g,
1.3. L’amplitude complexe du champ E (M, t) est, d’apres 1.b, et compte tenu du fait que
e = cos(x) + i sin(x).
E(x) = Ey (e7%** + ae™) = Eo[(1 + a) cos(kx) + i(a — 1) sin(kx)]
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L’amplitude du champ E estdonc :
lE(x)| = EO\/(l + a)? cos?(kx) + (a — 1)? sin?(kx)

Soit :

|E(x)| = EO\/l + a? + 2a(cos?(kx) — sin?(kx))
ou:
|E(X)| = Eqy/1 + a? + 2a cos(2kx)
L’amplitude complexe du champ

E . . E
B(x) = ?0 (e~ikx — gelk¥) = ?0 [(1— @) cos(kx) — i(a + 1) sin(kx)]
Un calcul analogue a celui mené précédemment permet de déduire :

Ey .
|B(x)| = ?\/(1 —a)? cos?(kx) + (a + 1)? sin?(kx)

|B(x)| = %\/1 + a? — 2a(cos?(kx) — sin?(kx))

D’ou:

E
|B(x)| = ?0\/1 + a? — 2acos(2kx)

2.
2.1. D’apres I’expression de I’amplitude du champ trouvée dans 1.c:

|Emax] = Eov1l+a?+2a=1+
|Emin] = EgV1 + a? —2a = |1 — «f

Le taux d’onde stationnaire, est donc :

_ |Emax| A 1+a
|Eminl 11— «af
2.2. L’amplitude de E est maximale si cos(2kx) = 1, soit, avec n entier :
nm
2kx = 2nm = x = =
L’amplitude de E est minimale si cos(2kx) = —1, soit, avec n entier :
2n+ 1
2kx = (2n+1)n:>x=%

3. D’apres 1.b, les amplitudes complexes des champs E et B dans le plan x = 0 sont :
£(0) = Eo(1 + ) et B(0) = = (1 — @)
L’impédance réduite de I’onde est donc dans le plan x =0 :
1+ a)

2O =79
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Exercice 3

L’espace est rapporté, en coordonnées cartésiennes, a un repere orthonormé direct
(0x,0y,0z) de base (éx, éy, éz). On considere deux ondes planes progressives harmoniques polarisées
rectilignement, de méme pulsation w et de vecteurs d’ondes respectifs :

S V3, 1 1)
kl = ké)l = k(?é)x +_é)z)

2
> - \/§ - 1 - (2)
kz ES kez ES k(7€x _zez)

k est une constante réelle (k > 0) et ou &, et &, sont des vecteurs unitaires.

Les champs magnétiques §1 et EZ des ondes décrites précédemment sont respectivement, en notation
complexe :
B, (#,t) = Byel(0t-kar)g, 3)
B,(7, ) = Boel@t-Fa)g 4
Sachant que les deux ondes se propagent dans le vide.
1. Exprimer k en fonction de w et c.

2. Déterminer en notation complexe le champ électrique E; (7, t) associé au champ magnétique B, (7, t).
Elx

On écrira la réponse sous forme de vecteur colonne | E1y | écrit de la fagon la plus simple possible en
Elz

fonction de x, z, t, c, By, w.
Représenter sur une méme figure les vecteurs k,, E(0,0) et B, (0, 0).

3. Méme question (y compris la figure) que 2 pour le champ électrique E,(# t) associé au champ
magnétique B, (7, t).

4. Déterminer en notation complexe les champs électriques E = E; + E, et magnétique B = B, + B,.

fx(2)

On écrira les réponses sous forme de vecteurs colonnes du type Ae’(@t—ax) fy(2) |
f2(2)
5. Exprimer en notations reelles les champs E et B. Calculer le vecteur de Poynting R ainsi que sa valeur
moyenne temporelle et spatiale (ﬁ)az (\Valeur moyenne suivant t et z).
Application Numérique : On donne (|| ®||)., = 13.3 Wm™2.
En déduire la valeur numérique de B,.

Solution

1.

)
k=—
c
2. Dans le cas d’une onde plane harmonique :

ki X E; - -
$E1=CB1X31

§1=
w
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1
2
i k ) k
El = CBOe][wt_f(\/Ex‘FZ)] é)y X (E "x + 152)] — CBOe][a)t—E(\/Ex+2)] 0
2 2 Ne
2
Z
_)
€;
e é_)
Y e
X
3. En utilisant la méme démarche on trouve :
o kyxXE, o N .
2 = W = EZ = CBZ X 62
1
[ 2
ek Tk
Ez = CBOeJ[wt—f(\/?x—z)] é’y X <E €y — lé’zﬂ - CBOeJ[wt—E(\/?x—z)] ( 0 \
| 2 2 \ V3 /
2
Z
_)
€;
> 4
€y

4. Calcul de E et B :
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5. En notation réelle :

lsin (Ez) sin <a)t - kﬁx>

2 2 2
V3 (k ) . k\/§
> cos 2z cos| w > X
0
B =B, + B, = 2B,| cos (EZ) cos (wt — k7x>
0
. EXB
R =
Ho
kN V3
7cos (EZ cos a)t—ka
_  4cB3
R =
Ho

1 /k V3
—sin( cos sm a)t—k—x cos| wt —k—x

2°5\27 2
3 cB?
CR)t,z 0 I “
2uo(|R ) _
B, = /% = 2.54 10 "Tesla

Application numérique :
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Probléme 1

Valeurs numériques des constantes physiques :

Permittivité du vide : ¢, = 8.85 1072 Fm™1,
Perméabilité du vide : puy = 4m10~7 Hm™1.

Vitesse de la lumiére dans le vide : ¢ = 3 108 ms™1.
Charge électrique de I’électron : —e avec e = 1.6107 12 C.

Partie A

3.

Soit (&,,é,,€,) la base orthonormée d’un référentiel galiléen Oxyz. On considére le champ
électromagnétique statique (dans ce référentiel) donné au point 7(x, y, z) par :

B(#) = (—ay,ax,0) et E#) = (0,0,0) (1)

ol @ = 0.1 Tm™1 est une constante.

Ecrire les equations de Maxwell.

Montrer que le champ (1) est une solution de ces équations.

Déterminer la densité de courant (7).

Calculer numériquement j(7) ?

Partie B

Une onde plane (onde incidente) électromagnétique de pulsation ® se propageant dans le vide est
donnée par le champ électrique :
E; = Acos(wt + kx) 8, (2)
ou k > 0et A > 0. La fréquence de ’onde f = 51013 Hz.
Calculer numériquement la longueur d’ondeA.
a. Ecrire les équations de Maxwell dans le vide en absence de charges et de courants volumiques.
b.En déduire le champ magnétique E} de I’onde.
a. Déterminer la densité d’énergie électromagnétique wgy,et le vecteur de Poynting R.
b. Quelle est la relation entre w6t R?
c. Calculer les valeurs moyennes temporelles (wg,)et (R).
d. Enquelle unité R est-il mesuré ?
Application numérique :On mesure pour le module de (R) la valeur 13,3 (unité S.I. demandée ci-
dessus). En deéduire la valeur numérique de (wgy,)et ’amplitude A de I’onde (2).
L’onde incidente (2) se propage dans le demi espace (vide) x > 0. Le demi-espace x < 0 est formé
d’un métal parfaitement conducteur. Il apparait une onde réfléchie qui se superpose a I’onde incidente
et dont le champ électrique est de la forme.
E, = —Acos(wt — kx) &, (3)
Déterminer le champ magnétique E} de I’onde réfléchie.
Le conducteur etant supposé parfait, les champs électriques et magnétiques sont nuls dans le métal.
Justifier cette affirmation.
a. Ecrire les relations de passage que Vérifient les champs électrique et magnétique a la traverséedu
plan x = 0.
On écrira ces relations en fonction de El = ,}L%L E(x, ), §1 = x]l)l(’gl_'_ §(x, t),de la densité surfacique

de charge o (t) et du courant surfacique j(t).
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b. En déduire la densité surfacique de charge o (t)et la densité surfacique de courant j;(t).
Calculer numériquement I’amplitude de j,(t).

Solution
Partie A
1. Les équations de Maxwell sont :
VE =L
€o
VB =0
. . 0B
VXE = N ]
0E

VxB = #0f+goﬂoa
2. Le rotationnel du champ magnétique Best:
V x B = 2a8,
La divergence du champ électrique est VE = 0.
On en déduit que le champ (1) est une solution des équations de Maxwell avec :

p(#) =0
et
—>(—>) Za -
r)=—e
J o

3. le courant volumique est uniforme et vaut numériquement : 7 = 1.6 10°Am™=2,

Partie B
1. Lalongueur d’onde :A = ]% = 6um.

2. a. Les équations de Maxwell s’écrivent :

VE =0
VB =0
xf =28
T
x5 = oty
X B = —
€oMo ot
b. E; = Acos(wt + kx) &, k; = —ké,
. k;xE A )
B; = = —cos(wt + kx) e,
w c
3. a
ek} B}  A*
WgM 5 TN cos*(w x)
. E;xB; At %
R = = — cos“(wt + kx) e,
Ho HoC

b. la relation entre wgy, et R est : R = —cwgp€,.
c. les valeurs moyennes temporelles sont :
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(wem) = 52—
et:

- A?

R=- é

2/,[0C
d. R est mesuré en Wm2
Application numérique :
R
<(UEM) = <|| c ||> = 4‘4‘2 10_8]771_3

A= Zﬂocz((I)EM) = 100 Vm_l
4. Le champ magnétique correspondant est :
. k.xE. A p
B, = = zcos(wt —kx)e,

avec : k, = ké,

5. La loi d’Ohm s’écrit J = oE ol J est la densité de courant et o la conductivité. Un conducteur
parfait est caractérisé par ¢ = o. On doit avoir E =0 sinon la puissance par unité de volume
dissipée par effet joule, dP/dt = fﬁ = oE?, serait infinie, ce qui est absurde. Les équations de

-
— -

Maxwell restent valables dans un métal. L’équation VxE= —Z—f = —iwB=0¢etB = 0.

a. Les relations de passage en x = 0 s’écrivent :

By —Biy =0
Eyy —Eir =0
1 - 1 — >
EBZT _ZBlT =Js X ey
avec .
éN = _ex
etou :

N : pour indiquer la composante normale.
T : pour indiquer la composante tangentielle.
1, 2 : pour indiquer le milieu 1 (vide) et le milieu 2 (métal) respectivement.

b. la composante normale du champ électrique est nulle E;y = E;,, = 0 et donc o = 0.

§1y = §iy + §ry = Tcos(wt) éy
d’ou:
2A (wt) &
= ——cos(wt) &
.]S ‘Lloc Z
L’amplitude de J, est :

2A
— =0.534m™!
HoC
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Exercice 4

On donne la représentation complexe du champ électrique d'une onde électromagnétique dans le vide,
en coordonnées cartésiennes :

E = (0, E, cos (%) el@t=ko?) oF sin (%) ei(“’t‘koz))

ou a est une constante complexe et k, une constante réelle positive.

1. Déterminer « et k, en fonction de w, a, c.
2. Déterminer le champ magnétique 5.
3. Cette onde est-elle plane, harmonique, progressive, transverse électrique, transverse magnétique ?
4. Calculer le vecteur de Poynting R associé a cette onde ainsi que sa valeur moyenne dans le temps
(R), (Valeur moyenne suivant t).
Solution
1. Le champ électrique vérifie I’équation de Maxwell-Gauss dans le vide : div(ﬁ ) =V-E=0 et
I’équation de d’Alembert dans le vide. Nous en déduisons :
T
a
et:
d’ou:
2. L’onde n’est pas plane, le calcul du champ magnétique B se fait par ’intermédiaire de 1’équation de
Maxwell-Faraday. Tout calcul fait nous obtenons :
> @ Y pitwi-koz) 3
B = kOCZEOCOS(a)e 0%le,
3. Cette onde n’est pas plane, car I’ensemble des points équiphases n’appartiennent pas a un plan.
Cette onde est harmonique de pulsation w.
Cette onde est progressive suivant z, car I’exposant de 1’exponentiel est fonction de wt — kyz.
Cette onde est transverse magnétique car B- EO =0etkE- EO * 0.
4. En utilisant la définition du vecteur de Poynting :

- EXB
R =
Ho
ce qui donne :
R = mEé cos (?) sin (7) cos(wt — kyz) sin(wt — kyz) €,
TY\1? N
+ P EZ [cos (7)] [cos(wt — ky2z)]%€,

Sa valeur moyenne est :
2

-

(R), = ﬁEé [cos (%)] é,
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L’énergie et I’onde se propage dans le méme sens.
Exercice 5

Une onde électromagnétique plane, sinusoidale, dont le champ électrique est polarisé rectilignement
suivant Oy, se propage suivant Ox dans un milieu linéaire, homogeéne et isotrope, neutre de permittivité
£ = 256" ¢y, de perméabilité u = u, et de conductivité nulle. On donne : g, = 8.85 1072 F - m™! et
o =4m10~7 H-m™1,

1. Quelle est la relation de dispersion w = f (k) de ce milieu diélectrique.
2. Pour une onde de pulsation w et de vecteur d’onde k, calculer le champ magnétique B associé a E.
3. Calculer, pour ce diélectrique, les grandeurs suivantes :
- Lavitesse v, I'impédance caractéristique Z et son rapport n a celle du vide Z,.
- Le module du vecteur d’onde k.
- Lalongueur d’onde A.
- Ladensité d’énergie moyenne.
Pour une onde d’amplitude E, = 100 kV - m~? et dans les cas suivants :
micro-onde : f; = 1.25 101°Hz.
Onde lumineuse : f, = 3 10* Hz.
Solution

1. L’équation de propagation se déduit de celle du vide en remplacant &, par ¢ :
0 — ey L =
g.uo atz -

Dans le cas d’une onde plane sinusoidale :

AE = —k*E et —_— — _2F
ot?
d’ou la relation de dispersion suivante :

w2

k? = —

€Ho

2. L’onde étant plane, on a :
. kxE kE, |
B = 5 o ex X ey
E’ — _Eoei(wt—kx)é>

3. Lavitesse de propagation de I’onde :

W 1 1
V=—= =
k \/Sﬂo \/Srgolio
soit :
p=— —18810°ms~"
Ver
Impédance caractéristique :
Ho

Z= |—=2355Q
£
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Rapport a ’impédance du vide :
= 0.625

n=7= \/1—
0 &r
Densité d’énergie :
wgy = 0.113 ] m™3
Micro-onde :
fi=1510° Hz

v
= anl = 501 m_l et Al == 125 cm
v fi

Onde lumineuse :
f, =410 Hz

2 v
ky = f2 134107 m 1 ot dp = =047um
v f2

Exercice 6

La conductivité y d’un métal reste pratiquement constante et égale a sa valeur y,, en courant continu, tant
que la fréquence demeure inférieure a 103 Hz environ. Il apparait ensuite trés rapidement un déphasage
de /2 entre le courant et le champ électrique, et y devient inversement proportionnel a la pulsation w,
soit :

_ i
4 wT

avec: 7 = 1015,

1. Dans quel domaine de fréquence, peut-on négliger le courant de déplacement de Maxwell devant le
courant de conduction, dans le cas du cuivre otl ¥, = 59.6 106 271 -m™lete = &,.

2. On ¢étudie la propagation d’une onde électromagnétique, sinusoidale de pulsation w, dans un
conducteur de conductivité y, de permittivité g, et de perméabilité p, (caractéristiques du vide). On
néglige le courant de déplacement devant le courant de conduction.

On se restreint au cas ou les champs EetBne dépendent que du temps et de la coordonnée z, soit :
E = E(@)elet
B = B(z)ei®t

£(z) et B(2) ayant a priori des composantes complexes.

Ecrire les equations de Maxwell en représentation complexe.
En déduire les équations différentielles découplées, vérifiées respectivement par £(2) et B(z). On
posera 8 = \/2/ o wy.

€. Quelle est la solution de I’équation vérifiée par @(Z), sachant que le conducteur n’occupe que le
demi espace limité par le plan z = 0, du c6té positif de 0z ? On désignera par B(0) la valeur de
Benz=0.

d. Nous supposons que B est polarisé suivant la direction Oy :

B = B(z)e'“te,
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Exprimer B en fonction de B(0), z et 6.

Donner les expressions de € et de la densité volumique de courant j en fonction de B(0), , z, & et

Y.

Application numérique : On donne :

& =88510"12F - m™ up=4710""H-m™ 1,y =59.610°0"1 - m™1,

Calculer & pour les fréquences f; = 101°Hz et f, = 50 Hz.

Solution

1. Ladensité de courant de déplacement s’exprime par :

R OF
Jp = &o ot
Dans le cas d’un champ sinusoidale :
7p = iwegE
La densité de courant de conduction est :
o= VE

Les modules sont :
lipll = weo||E]| et lijcll = y||E]|
Pour pouvoir négliger j;, devant j, il faut donc :
. Y
wey Ky soit f <K ﬁ = 1018 Hz
0

Cette condition est toujours Vérifiée lorsque y = y,.
Si f > 103 Hz, la conductivité devient :
_iyo
T ot
La condition devient alors :

14
21e

1 f
f<=— Y0~ 41015 Hy
2T | &T

Cette condition est genéralement vérifiée pour les champs usuels.

f «

Ou encore .
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Le conducteur étant neutre a 1’échelle macroscopique, nous avons p = 0.
a. Les équations de Maxwell s’écrivent :

[divg(z)ei“’t] =0
[divB(2)e“t] = 0
[rotE(2)]e!t = —iw|B(2)]eit
[roiB(2)]e" = poy[E(2)]e*

b. Calculons les dérivées secondes :

rot[rot€] = grad|di€] — AE = —A&
de plus :
r—of[r—ot)g] = —iw r—of[Z_?)] = —iw UgY g
Des équations (5) et (6) nous obtenons :
A€ —iw HoY =0
qui s’exprime :

d2€ \
472 = L Hoy €
ou encore :
d2€ 20 .
dz? 82
de la méme maniére, nous obtenons pour le champ magnétique B :
d?*B  2i -
dz2 82
c. L’équation caractéristique de ces équations différentielles est :
dont les racines sont :
1+ 1+
= et r,=-

1)
La solution acceptable pour B est :

— - _Z _;z
B(z) = Bye de ‘s

L’amplitude réelle ne peut croitre lorsqu’on pénetre dans le conducteur.

d. SiB est porté par Oy, on peut écrire :

B=B8B (O)e‘gei(wt_g) éy

L’équation (4) permet alors de déterminer le champ E:

2 1 rat[é, | 1 dB
= —rot|Be,| = ————¢
HoY Y oy dz ™~
5 141 _Z (e ZY)
E= B(0)e 5 oilot S)ex
toYS
On en déduit :
= 2 ;
£ = 2 p(oye-Fello5)s,

toYd
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D’ou la densité volumique de courant :

L V2 _Z (ot 24T
jczygzﬂ_gg(o)e sei(ot a+4)§x
0

Application numeérique :
Pour f; = 10° Hz, on trouve :

= [
How1Y HoTtfry
6; = 0.66 um
Pour f, =50 Hz:
6, =9.3mm

Exercice 7

Un conducteur parfait occupe toute la partie de 1’espace correspondant a z > 0. Sa surface libre
représentée par le plan xOy est au contact de 1’air assimilée au vide (Figure 1). Une onde incidente

plane, progressive, monochromatique de pulsation w et de vecteur d’onde k; = ke,. Est caractérisée
par son champ électrique polarisé rectilignement suivant xOy :
El — EO ei(wt—kz)a{’

A
X

Vide Conducteur parfait

Figure 1

1. Dans I’hypothése du conducteur parfait, que valent le champ électrique E et le champ magnétique B
a I'intérieur du conducteur.

2. Déterminer les grandeurs suivantes :
a. Le champ électrique réfléchi Er, en fonction de E, w et k.
b. Les champs magnétiques incident?{ et réfléchi E
c. Les densités superficielles de charge o et de courant]_;, a partir des relations de continuités.

3. Onde stationnaire résultante.

a. Exprimer les champs électrique E et magnétique B de I’onde résultante.
b. Représenter sur un méme schéma E (z) a deux instants différents.
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4. Onde entre deux conducteurs.
On place un conducteur identique au précedent a z = —L. Montrer que :
a. Sil’on impose L, seules les frequences f,, que I’on déterminera peuvent convenir.
b. Si ’on impose la longueur d’onde A, seules des longueurs L, que 1’on déterminera, peuvent
convenir.

Solution

1. Dans I’hypothése du conducteur parfait, a 1’intérieur du conducteur, on a :
E=0 e B=0
2. a.L’onde réfléchie a la méme pulsation w, le vecteur d’onde Er = —Ei = —ke, (incidence normale)
et le champ réfléchi E, est déphasé de 7 par rapport & E;.
Onadonc: E, = —Ejel@t+kag
b . Expressions de §l- et E} :
Dans le cas d’une onde plane sinusoidale et progressive, nous avons

B, = i N B, = -0 el(wt—kz)gy
c

w
. k. XE. . E, . y
B = r - LN B = 7 el(wt+kz)ey

c. Calcul de o et J,

E étant tangentielle, D,, est nul et ne subit donc pas de discontinuité. Par conséquent o = 0.

En revanche, le champ magnétique résultant B, étant tangentiel, il subit une discontinuité. Par
conséquent, il apparait en z = 0 une densité superficielle de courantfS donnée par :

= - ZEO 1 -
.uO(]s X ez) — c elwtey
d’ou:
b 2E, .
— elwtg
Is lLoC x

3. Onde stationnaire résultante
a . Cette onde résulte de la superposition de I’onde incidente et réfléchie :

E= Ei +E = 2E, sin(wt) sin(kz) €,
B = B; + B, = 2E, cos(wt) cos(kz) éy

b . Représentation
L’onde résultante est stationnaire a la différence des ondes incidente et réfléchie, qui se propagent.

“E(Z)
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4. Onde entre deux conducteurs
Avec le deuxieme conducteur placé en z = —L, il faut que E(-Lt)=0 quel que soit t.
sin(kL) = 0 = kL = nm (n entier > 0)
a. Si L est impose, alors k,, = nm/L
Soit: f, = nc/2L
b . Si 1 est imposée. Les longueurs L qui conviennent sont L,, = ni/2.
Ces valeurs discrétes de f ou L correspondent aux modes propres de la cavité constituée par 1’espace
limité les deux conducteurs.

Exercice 8

On considére un tuyau a section rectangulaire (guide d’ondes) dont les parois sont parfaitement
conductrices (Figure 2).
A Dintérieur de ce guide d’ondes, le champ électrique AE satisfait a I’équation :

L 109%

N

On s’intéresse aux ondes, de pulsation w, Se propageant dans la direction x’x et telles que Ex = 0 (ondes
transversales électriques). De plus, nous nous limiterons uniquement a 1’étude de la composante E; (on
pose Ey = 0).
Les conditions aux limites imposent que E, surune paroi conductrice, est soit nul soit normal a cette paroi.

X
ZA

/|
X XK X x -
VT Ty X
° y
4—-7/——-a ——————————— >
Figure 2

1. Montrer que le vecteur E de composantes
Ex=0, E/=0
et E, = Eycos(nmty/a) cos(wt — k;,x) , avec n entier impair
Ou E, = Eysin(nmy/a) cos(wt — kyx), avec n pair
satisfait a ces conditions aux limites.
On parlera, alors, de mode transversal-electrique TEno. Dans ce qui suit, on va s’intéresser au mode
TE1o.

2. En utilisant les équations précédentes, déterminer k7 en fonction de w, ¢ et a. Montrer que seules les
ondes de pulsation w supérieure a une certaine valeur w.; peuvent se propager selon le mode TEjo.
Déterminer w., (pulsation de coupure du mode considérg).
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Calculer la vitesse de phase v, et la vitesse de groupe v, . Quelle relation y a-t-il entre v, v, et ¢ ?
Tracer, sur un méme graphique, les courbes représentant les variations de v,, et de v, en fonction de
w.

3. Comment faut-il choisir la dimension a du guide afin que, w étant fixée, seul le mode TE1o se propage
a I’exclusion de tous les autres modes TEppavecn = 2 ?

Solution

1. Sur une paroi conductrice, E doit étre soit nul soit perpendiculaire a la paroi. E étant vertical, il est
perpendiculaire aux parois horizontales. Les conditions aux limites imposent donc uniquement que
E, = 0 pour y = + a/2. Vérifions que les formes proposées satisfont bien a ces conditions.
pour n impair E, « cos(nmy/a) = 0siy = +a/2 car cos(+nm/2) =0
pour n pair E, < sin(nty/a) =0siy = t+a/2 carsin(tnr/2) =0
2. Pourn=1,0na:
E, = Eycos(mty/a) cos(wt — kix)
D’autre part, 1’équation de propagation s’écrit :
1 0%E, 0%E, 0°E, 1 0°E,
S =0 = + & =
c? ot? dx? ~ 0y? c? ot
On reporte I’expression de E, dans cette derniere équation et on obtient :
2 2

) /[
N2 _ (— (=
@2 =(3) =)
Pour qu’il y ait propagation, on doit avoir k; réel donc :

>7TC
(l)__:(,l)l
a c

AE,

2
) dw Wi

C
~— ‘U = —_— — —
! rrg U 2
2 dk w
1 1— Weq 1
(1)2

. — 2
On remarque que v, - v, = ¢*.
y

A

3. Pour le mode TEno, a I’aide de I’équation de dispersion établie dans la réponse a la question précédente

W\ 2 NIy 2
N2 _ (= Y
k?=(3) = (F)
avec la pulsation de coupure w,,, = nmc/a.

Pour que le mode TE1o se propage, il faut que w > w.; = mc/a.
Pour que les modes TEno avec n > 2, ne se propagent pas, il faut que w < w., = nmc/a, vn = 2.
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On doit donc avoir

D’ou:

Exercice 9

8.

On considére le champ électrique E, dans le vide, défini par ses coordonnées dans un repére cartésien
Oxyz :

T
E, = E, cos (%) expli(wt — kz)], E, =0, E, =0

E, et b sont réels. Quelle relation doit vérifier b, k, w et ¢ pour que E soit le champ électrique d’une
onde électromagnétique dans le vide ?

a. Montrer que pour w inférieur a une certaine pulsation w, que 1’on déterminera, aucune propagation
n’est possible.

a. Quelle est la nature de I’onde dans ce cas ?

b. Calculer la distance z = d pour laquelle I’amplitude de cette onde est divisée par 5.

Calculer pour w > w, lavitesse de phase v,, et la vitesse de groupe v, ? (c est la vitesse de propagation
de la lumiére dans le vide).

Montrer qu’une telle onde satisfait aux conditions aux limites si 1’espace est limité par deux plans

conducteurs parfaits, paralleles a xOz et situésen y;, = —pb/2 et y; = pb/2 (p entier impair).
e Application Numérique : p =1, b = 3cm.
Calculer f.

Pour f = 1 GHz calculer d.
Pour f =10 GHz, donner les valeurs de v,, et v,.

Calculer le champ magnétique B associé au champ électrique E. Qu’est-ce qu’on constate ?
Calculer le vecteur de Poynting R ainsi que sa valeur moyenne dans le temps et dans I’espace (R Dey-

Déterminer la densité d’énergie électromagnétique wgy, ainsi que sa valeur moyenne spatio-
temporelle qu’on note (Wepm )¢y -

Quelle est la relation entre (}_?’)t,y et (wgpm)ey- Conclure.

Solution

1.

L’équation de propagation d’onde dans le vide est :
L 10%
c2 otz
Dans notre cas, cette équation se simplifie :
0%E, N 0%E, 1 0%E,
d0z* = dy? c? ot?

Nous obtenons :

, w* m?
k _C—Z—b—2:>k:
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Pour avoir phénomeéne de propagation il faut que k soit réel, d’ou :

On appelle la frequence de coupure : w, = mc/b
a. Dans le cas ol w < w,, I’onde est évanescente.
b. Enposantk = +i/§.

avec :

1 c
T2 w? \/a)cz — w?
ﬁ_c_z

L’amplitude est divisée par 5 en z = d.

ed/d =5=d =4§In(5)
Dans le cas w = w,, k est réel. Dans ce cas 1’onde se propage a I’intérieur du guide.
Les vitesses de phase et de groupe sont respectivement :

W c _dw_ L
Yo Tk T 29 T dk T w?
/1__6
(1)2

Conditions de nullité du champ en y = + pb/2 quel que soit z et t.
1T
E.(y=xpb/2)=0= cos(ijp) =

Avec p entier impair.
Application Numerique :
La fréquence de coupure est f, = 5 GHz.
Pour une fréquence f = 1GHz, I’onde est évanescente. La distance parcourue pour laquelle
I’amplitude est divisée par 5 est d = 1.58 cm.
Pour une fréquence f = 10 GHz, I’onde se propage a I’intérieur du guide. Les vitesses de phase et de
groupe sont :
Vp = 346 108 ms™!, v, = 2.60 10° ms~!

A partir de I’équation de Maxwell Faraday, nous avons :

- Ty in T

B =E, [g cos (7> é, + Esin (T}') é’z] expli(wt — kz)]

En notation réelle :

B = E, [g cos (7%) cos(wt — kz) é, — %sin (7%3]) sin(wt — kz) é,
Nous constatons que le champ est transverse électrique et non transverse magnétique.
En utilisant la définition du vecteur de Poynting
ExB
Ho

R =

On trouve :
L Ejrk . my 5 .
R= #—0 [ZCOS (7) cos“(wt — kz)e,

+ 5 €08 (7) sin (?) sin(wt — kz) sin(wt — kz) ey]
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La valeur moyenne temporelle est :

S, E§ k. myy
(R); = Zﬂo—cos (7) e,
La valeur moyenne spatio temporell est :
2
<R>t,y = ° é)z

La densité d’énergie électromagnétique wgy, €st :

1 B?
Wepym = E €0E2 + —

Ho
d’ou:
1 (B?),
<a)EM)t,y = E(go(Ez)t,y + 1o -
Apres calcul nous obtenons :
(E%)ry

(Wemdey = Hic?
0

Nous avons :

(:R)t,y = (wEM>t,yvgez
On conclut que I’énergie électromagnétique en moyenne s’écoule dans le méme sens que 1’onde, avec
une vitesse v, . v, est donc la vitesse d’écoulement de Iénergie.
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Probléme 2

Le milieu interstellaire est un plasma extrémement raréfié constitué de ne électrons par unité de volume

et de divers ions et molécules.

On considere une onde électromagnétique qui se propage dans ce milieu et donnée en notation complexe

Par :

E = Eoei(wt—kz)gx, B = Boei(wt—kz)gy (1)

Ou w, k, E, et B, sont des constantes réelles et positives.

1. Ecrire les champs réels EetB.

2. Calculer le vecteur de Poynting du champ électromagnétique (1), au point M = (x, y,z) et a ’instant
t, en fonction de E,, By, w, k, c et &,.

3. Ecrire les équations de Maxwell dans le vide.

Sachant que le champ électromagnétique (1) veérifie ces équations de Maxwell, en déduire :

a. Ladensité de charge électrique p(M, t) dans le milieu.
b. Lavaleur de B, en fonction de w, k et E,.
c. que la densité de courant j(M, t) dans le milieu s’écrit en notation complexe :
j=oE )

ou ¢ est un nombre complexe que I’on exprimera en fonction de w, k, ¢ et &;.

4. On note U(x,y,z,t) = v,é, + V)€, + v,€, le champ de vitesse des électrons du milieu. On fait
I’hypothése que les électrons ont un mouvement oscillatoire paralléle a I’axe Ox et que leur champ de
vitesse ne dépend ni de x ni de y. On écrira donc, en notation complexe :

U(z,t) = vyel@t=kag (3)
ou v, est une constante complexe.

On utilisera dans la suite 1’équation suivante :

v N
m—=—ek 4)
at o
Cette équation est 1’équation du mouvement d’un électron (masse m, charge —e) soumis a la force
électrique ﬁ'e = —eE. On a écrit, pour I’accélération de 1’¢électron :
dv  dv ov ov ov  ov

E_E+vxa+vy@+vzg_ﬁ (5)
Ce qui est exact pour le champ de vitesse (3).
a. [Enréalité, 1’électron subit également une force magnétique ﬁ'm due au champ B de I’onde. Quelle
est I’expression de ﬁm?
b.  Quelle condition la constante v, doit-elle satisfaire pour que la force magnétique F"m soit

négligeable par rapport a la force électrique ﬁe ?
c. Enutilisant I’équation (4), déterminer v, en fonction de m, w, e et E,.
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5. Ladensité de courant est due au mouvement des électrons :
j=-ncev (6)
a. Justifier cette affirmation : on expliquera I’équation (6) et pourquoi on peut négliger les courants
dus aux ions.

b. En utilisant I’équation (6), exprimer J en fonction de n,, e, m, w et E.

6. a. Montrer que I’onde étudiée vérifie une relation de dispersion de la forme :

w? = k*c* + wp (7)
et exprimer la valeur de w,, en fonction de n,, e, m et &,.
b. Que pouvez vous dire de I’onde pour 0 < w < w, ?

Application numérique : On mesure w, = 10*s~*. Calculer n,.

7. Calculer la vitesse de phase v, et la vitesse de groupe vq de 1’onde dans le milieu en fonction de c, wp
et w.

Application numérique :

- Donner une valeur numérique de ® qui correspond a la lumicre visible rouge sachant que sa
longueur d’onde est : A4z = 81077 m.
- Calculer numeériquement les vitesses vg et v, pour cette lumiere (rouge).

8. Un pulsar situé a la distance L nous envoie des impulsions électromagnétiques d’environ 50
millisecondes et se répétant a une période voisine de la seconde. Chaque impulsion est une
superposition d’ondes du type (1) pour diverses fréquences. A 1’émission d’une impulsion par le
pulsar, ces diverses ondes sont émises simultanément quelle que soit leur fréquence. Mais, sur Terre,
apres propagation a la vitesse de groupe vq dans le plasma interstellaire, il y a un retard entre les temps
d’arrivée des différentes fréquences.

Exprimer le retard o7 entre les temps d’arrivée des composantes de fréquences f; et £, (f; < f2).On
supposera que ne est constant sur le trajet de I’onde et on simplifiera I’expression en tenant compte du
fait que f; > w, et f, > w,. On donnera Jt en fonction de ¢, w,, fi, f> et L.

Quelle est la composante qui arrive en premier?

Application numérique :

On mesure un retard 5t = 0.11 s pour les fréquences f; = 400 MHz et f, = 500 MHz.

En déduire la distance L en parsecs (1pc = 3.09 101° m).

Le pulsar est-il dans notre galaxie ? Notre galaxie a un diamétre de 30 kpc.
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Solution

1. Les champs réels sont :

E = E, cos(wt — kz) &,, B = B, cos(wt — kz) éy

2. Le vecteur de Poynting est :
. ExB _EB,

R = . . [cos(wt — kz)]?é, = €yc?EyBy[cos(wt — kz)]%é,
0 0
Les équations de Maxwell dans le vide s’écrivent :

vE=L
€o
VB =0

7= -8

XE=——

ot

oE

ﬁxg:#oi"‘go#oa

3. Pour le champ électromagnétique décrit en (1) :

V-E=0, V-BE=0
V X E = —ikE, cos(wt — kz) éy V x B = ikB, cos(wt — kz) &,
B -  O9E
=iwB, — =iwkE

ot t
En utilisant le théoréeme de Gauss

—

a.
V-E=0=p=0.
b. D’apres le théoréme de Maxwell Faraday :

VxE & B kE
= ——= —_—
at 07 w0

o

A partir du théoréeme de Maxwell Ampere :

=

i
c

V X B =y + &lo TN ikBo cos(wt — kz) &, = puoj + — Eq cos(wt — kz) &,

En utilisant le résultat de la question 3.b. on trouve :

k?c? — w?\ .
?— L - E
; leo< h )

dob: ] =0oF
avec .

k?c? — w?
o=igg| —————

4. a.L’expression de la force magnétique ﬁm :

-

Fp = —e(¥ x §) = —evBé,

V(z,t) = |vy| cos(wt — kz + @) é,, B = B, cos(wt — kz) é

ce qui donne :

E,, = —e|v,|By cos(wt — kz + ¢) cos(wt — kz) &,

b . L’ordre de grandeur de la force magnétique :

|| = elvolBo
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L’ordre de grandeur du champ électrique :

|I?'e| = ek,
On pourra négliger la force magnétique si le rapport :
|ﬁm| _ |vo|Bo _ [vol
| Eo v

est tres petit par rapport a 1. La condition est donc |v,| < v,.

On peut aussi écrire la condition |v,| <« ¢ qui signifie que les électrons sont non relativistes.
c . En portant les expressions (1) et (3) dans (4) :
imwv, = —ekE,
onadonc:
—e
Vo = %Eo
a . L’équation (6) donne la densité de courant d’une classe de particules (les électrons) de vitesse .
Le mouvement de I’ion de masse M s’obtient par la méme méthode que pour un ¢lectron.

On vient de montrer que I’amplitude de la vitesse d’un électron est :

Yo = e O
Celle de I’'ion est :
e
T iMw
Le rapport
|V| = o K1
vl M

Les charges volumiques des électrons et des ions étant de méme ordre de grandeur (le milieu est
neutre), les courants dus aux ions sont négligeables par rapport courants dus aux électrons. Tout se
passe comme si les ions étaient immobiles.

b . La densité de courant est :

- - nee E’
= —N,ev = -
J € imw
a. En comparant 3. ¢c. avec 5. b. :
- (k?%c? — w? nege?
og=lg|l— | =—i
w maw

Ce qui nous permet d’obtenir la relation suivante :
w? = k*c* + w}p

ou :
5 nee?
p me,
b.Pour0 < w < wp, Cette relation donne :
.,/wg — w?
k=+i——

c
L’onde ne se propage pas (onde évanescente).

Application numérique : n, = 3.15 10* m~3.

208
N. MAGHLAOUI



7. Les vitesses de phase et de groupe sont respectivement :

w Cc
Vp =7 = ——
S A
(‘)Z
et:
dw w}
AP
Application numeérique :
2mc
w=—=23101s"1
AR

onadonc: w » w, etdonc: v, =~ v, = 310°ms™".
8. Lacomposante de fréquence f met pour arriver jusqu’a nous le temps :

==t

Vg

Dans le cas des hautes fréquences (w > w,):

t(f) z£I1 +1w—5] —£l1+ wg l

c 2w?| ¢

La composante de plus haute fréquence f, arrive en premier.
le retard &t est :
S5t =t; — t,.
t; représente le temps d’arrivée de la composante de fréquence f;.

t, représente temps d’arrivée de la composante de fréquence f.
Lwg [ 1 1 l

= 8n%c 2 fr
Application numérique :
L=1.210Ym = 375 pc
Le pulsar est dans notre galaxie.
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Exercice 10

Deux ondes électromagnétiques planes progressives monochromatiques, polarisées rectilignement, se
propagent dans le vide, dans le méme sens (sens du vecteur unitaire €).
A D’endroit ou on se trouve les deux champs s’écrivent sous la forme suivante :

{?1@» t) = §01 cos(w;t) 1)

E, (7, t)_)= Eo_z) cos(wyt + @) o

1. Calculer les champs magnétiques B; et B, associés respectivement aux champs E; et E, en fonction
du vecteur unitaire &, de Eoy, Eo, etdec (p = 0,7 = 0).

2. Calculer les valeurs moyennes des vecteurs de Poynting (:731 ) et (:732) associés respectivement aux
champs électromagnétiques (E;, B, ) et (E,, B, ), en fonction de q, ¢, Eoy, Eo; €t é.

3. Calculer 'onde résultante E = E, + E, et B = B, + B, ainsi que le vecteur de Poynting (R ) associé
a cette onde en fonction de de wo, ¢, Eg1, Eoz, Eo1, Eoz ete.
Quand a-t-on : (ﬁ) * (ﬁl Y+ (ﬁz).

On donne :
ix(BxC)=F-(i-¢)-¢-(A-B)
Solution
1. Dans le cas d’une onde plane :
- 1., 5 W 40 G
Bl = E (e X El) 1= E (e X EOl) COS(Q)lt)

1 W 1 -
B, = - (é X E,) B, = E(é X Eq;) cos(w,t + ¢)

2. Les vecteurs de Poynting associés a ces ondes sont :

— 1 - - — 1 - > - 2

Ry =—(Ey xB,) R, =—Eq x (&% Eqy)[cos(w;1)]
H'O — ,L[()C

— 1 - — — 1 - 5 -

Ry = _(Ez X Bz) Ry, =—Ey,; X (9 X Eoz)[cos(a)zt + @)]?
MO ‘Lloc

En utilisant I'identit¢ Ax (Bx C) =B (A-C)—C-(A-B) et sachant que & est perpendiculaire

aux champs E, et E,, nous trouvons :
= Egl 2>
R, = —|[cos(w,t)]*e
HoC
2

= Eg 22
R, = ——|[cos(w,t + @)]“e
HoC

Les valeurs moyennes des vecteurs de Poynting sont :

o Eg
R.) =
(R1) 2ec
S B
R,) =
(R2) 20ic

3. Le champ électromagnétique résultant est :
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—

E=E + Ez = Ey, cos(w;t) + Eoz cos(wyt + @)
B = By + By = - [(¢ x Eoy) cos(wyt) + (¢ % Eng) cos(ant + )]
Le vecteur de Poynting associé a ce champ est :
R = (ExB) = [(B: + E;) x (B, + )]
- i[(ﬁl % B,) + (B, x By) + (B, x B,) + (B, x By)]
Les deux premiers termes, non mixte, sont définies comme ®, = E; x B, et R, = E, X B,

Les termes mixtes El X §2 et Ez X §1 donnent :

s o 1.5 -
E, X B, = Z [Eo1 X (€ X Egy)] cos(w; t) cos(w,t + @)

1 - -
== (Eoy - Eoz) cos(w;t) cos(wqt + @) é
et:

R
E, X B, = Z [Eoz x (& x Eo1)] cos(w1t) cos(wyt + @)

= %(Eoz . Eo1) cos(wqt) cos(w,t + @) €
En remplacant dans I’expression de R:
R=R,+ R, + H—ic [(Eyy - Eoz) cos(wt) cos(wyt + @) + (Eoz - Ey1) cos(wyt) cos(wat + @)]é
La valeur moyenne du vecteur de Poynting est :
(R) = (Ry) + (R,)

+ M_ic [(Em - EOZ)(cos(wlt) cos(w,t + @))

+ (Eoz . 501)(cos(w1t) cos(w,t + @))]é
Pour que (R) = (ﬁl) + (ﬁz), il faut satisfaire a 1’une des conditions suivantes :
o E,, perpendiculaire & Eo, (Eo; L Eqop).-

ou
w, différent de w, (w; # w,).
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Exercice 11

1. Rappeler les equations de passage a la surface de séparation entre deux diélectriques parfaits et non

chargés.
On considére une OEM plane harmonique se propageant dans un milieu isotrope et homogéne, non
magnétique (perméabilité magnétique u,) d’indice de réfraction n réel.
Déterminer la relation entre les amplitudes E, et B, des vecteurs E et B.
Le champ électrique s’écrit sur un plan de référence d’équation z = 0 :

E = E, cos(wt — ¢) &
é Etant un vecteur unitaire. Donner ’expression de ce champ en un point M de position z. Comment
s’écrit alors le champ magnétique associ¢ ? Quelle est la relation entre la longueur d’onde dans le
diélectrique A et la longueur d’onde dans le vide 4, ?
On considére une couche diélectrique d’indice de réfraction n, et d’épaisseur d séparant deux milieux
diélectriques d’indices de réfractions n et n, (Figure 3). Ces différents milieux sont isotropes,
homogeénes, transparents et non magnétiques.
On définit le plan xOy par la surface séparant la couche et le milieu supérieur (d’indice n), et ’axe
Oz oriente de celui-ci et vers cette couche. Une onde plane sinusoidale, de longueur d’onde dans le
vide A, et de polarisation rectiligne paralléle a x'x, se propage dans le milieu supérieur et atteint la
couche diélectrique en incidence normale (Figure 3).
Les champs des différentes ondes sont notés de la maniere suivante :

E ; et §i pour 1I’onde progressive se propageant dans le milieu supérieur.

- —

E, et B, pour I’onde régressive se propageant dans le milieu supérieur.
Et et Et pour I’onde progressive se propageant dans la couche intermédiaire.
Ed et §d pour I’onde régressive se propageant dans la couche intermédiaire.

= = . oqe . ;.
E et B; pour I’onde transmise dans le milieu inférieur.

ZI
- . E
Milieu 1 Bi oF: jé
Tgi > B, n
&> /
y < Y/ A y

<3
QU
on}
Q

t

B o
Milieu 3 @)L Ms
kg ‘Z'

Figure 3

), R,
Milieu 2 <_t? ‘ ﬁé_ﬁ. d
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On sait que les directions de polarisation ne sont pas changées au cours d’une réflexion transmission.
Ecrire les différents champs en notation complexe a 1’aide des amplitudes électriques Ey;, Eor, Eoe,
Ey4 et Eys, indicées de la méme maniere que les champs correspondants.

Donner les quatre équations traduisant les conditions de continuité du champ électromagnétique sur
les limites de la couche en z = O puisen z = d.

Déterminer enfin E,. et E, en fonction de E,; et des indices des milieux.

En déduire le rapport |Eys|?/|Eo;|?.

On introduit en réalité la couche de diélectrique entre deux milieux d’indices quelconques dans le but
d’améliorer la transmission de I’onde d’un milieu a I’autre. Montrer que, si I’épaisseur et I’indice de
réfraction de la couche sont bien choisis, il est possible de supprimer totalement 1’onde réfléchie dans
le milieu supérieur.

Calculer alors le facteur énergétique de transmission entre les deux milieux. Est-il plus élevé qu’en
I’absence de couche intermédiaire ?

Quelles pourraient étre les applications pratiques de ceci ?

Solution
Les équations de passage sont :
BZN - 51N =0= SZEZN B 31E1N =0 1)
B,y —Biy=10 )
EZT — ElT =0 3)
ﬁZT_ﬁ1T=6=>§2T_§1T=6 4

ou &, &, sont respectivement les permittivités des deux diélectrique.

Les indices N et T indiquent respectivement les composantes normale et tangentielle du champ.
Les indices 1 et 2 indiquent respectivement les milieux diélectriques 1 et 2.

La relation entre les deux amplitudes :

Dans le cas d’onde plane et en absence de toute charge et de tout courant, nous avons :

. kXE
B =
w
Ce qui donne :
k E, nkE,
B :—E = ——= —
0 w 0 1% c

(@
c représente la vitesse de propagation de 1’onde dans le vide.

n représente 1’indice de réfraction du diélectrique.
Le champ électrique en un point z est :
E = E, cos(wt — kiz—@)é
k. représente le vecteur d’onde dans le cas d’une onde progressive ou régressive.
ky = tké,
Le champ magnétique Best:

-

nEO - -
B = iTcos(wt —kiz—¢@) (e, xé€)

)
k=—
Yo
v, est la vitesse de phase de I’onde.
La relation entre A, et A est :
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n=—-s=—
Vo A
a. Les expressions des différents champs :
Dans la couche supérieure d’indice n :
- . > - EO . N
Ei — Eoiel(wt—kz)ex , Bi — nTLel(wt—kZ)ey
o . - - EO . -
Er — EOreL(wt+kz)ex ) Br = —n Cr el(wt+kz)ey
Dans la couche intermédiaire d’indice n; :
- . N g EOt i -
Et — EOte‘(“’t_kdz)ex ) Bt =n, _el(wt—kdz)ey
c
=4 i - =4 EOd i -
Ed — EOdel(a)t+kdz)ex ) Bd =—-n el(a)t+kdz)ey
c
Dans la couche du bas d’indice ny :
- . - — EO . >
Es — EOsel(wt_kSZ)exﬁBs — nsTSel(wt_kSZ)ey

b. Les différents champs sont tangentiels :
{Ei(o, t) + E.(0,t) = E,(0,t) + E4(0,t) {Em- + Eqr = Eq; + Eqq
B;(0,t) + B.(0,t) = B,(0,¢) + B4(0,t) ~n(Eo;i — Eor) = na(Eor — Eoa)
{Et(d, t) + E4(d,t) = E(d, t) _ {EOte—lkdd ¥ Eygeikad = E, o~ thsd
Bi(d,t) + By(d,t) = B(d,t)  (a(Eore™ 4 = Egqe™4?) = nsEqse~ts

c. A partir des équations (8) et (9) :
ADe~%ad — BC

Eor = AT = BDe2ikaa Foi
2 _ p2
B — pitks—kya A"~ B
" AC — BDe~2ikad =%

avec:A=n+n;,B=n,—n,C=ny +n,, D =ny —n;,.
Le rapport des modules au carré :
|Egsl? (A2 — B2)?
|Eo;|2  [AC — BD cos(2k,d)]? + [BD sin(2k4d)]?
d. Eliminer la réflexion revient a :
Eyy = 0 = ADe %%ad — BC =0
AD cos(2kyd) — BC — iAD sin(2k;d) = 0

Cela est possible si :
A
sin(2k;d) =0=d = (2n+ DZ

et:AD + BC =0
Apreés calcul nous obtenons la deuxiéme condition :
ng = \/n_ns
e. Dans le cas ou les conditions de la question précédente sont satisfaites :
|Eos|>  (A? — B?)?
|Eoil2  (AC + BD)?
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Aprés calcul

|Eqs|? _n
|EOi|2 B U

En absence de couche intermédiaire le coefficient de transmission en énergie devient :
|EOS|2 4n?

|Egil2 — (n + ny)?
Il devient aisé de vérifier que la couche intermédiaire permet de croitre le coefficient de réflexion.
f. Parmi les applications existantes des couches antireflets sont dans le domaine de 1’optique.
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Sujets de concours et Examens
corriges
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Examen Final, Janvier 2020 (USTHB)
Licence L2-ST

Durée 1h15

Exercice 1

Le systeme de la figure 1 montre une poulie de centre 0, de moment d’inertie J,, composée de deux
disques solidaires de rayons r; et r,. Au rayon r; est attaché un amortisseur a. Au rayon r, sont reliés une
masse M et un ressort de constante de raideur k.

Le systéme a une fréquence propre f, égalea 5 Hz.

Ondonne: M =10kg, Jo =5kgm? r, =10 cm et r, = 25 cm.

T
L1
I:aj Poulie d’inertie J,
Figure 1
AN

1. Trouver I’équation du mouvement, régissant 1’évolution de x(t), en fonction des données du
probleme.

2. Quand on donne a lamasse M un déplacement initial, le systéme effectue des oscillations. L’amplitude
initiale est réduite de 80% apres 10 période. Trouver la valeur du coefficient d’amortissement & (On
supposera que I’amortissement est tres faible).

3. Déterminer la solution de 1’équation du mouvement, sachant que x(0) = 4 cm et x(0) = 0.
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Exercice 2

Soit un systéme a un degré de liberté, composé d’une masse m, reliée a un bati par I’intermédiaire d’un
ressort k et un amortisseur de coefficient de frottement visqueux a. Ce systeme est soumis a une excitation
harmonique de sa base y(t) = y,e/®t, comme le montre la figure (Figure 2).

Ondonne:m =10kg,a =20kgs 1, k=4103Nm™, y, =005metw =57rd/s.

Figure 2

1. Montrer que I’équation du mouvement s’écrit sous la forme :
miX + ax + kx = (k + jaw)y
2. Calculer la solution de de 1’équation dans le régime permanent.
3. Calculer le rapport des amplitudes de la réponse permanente a celle du mouvement de la base y(t).

Exercice 3

Pour le systeme de la figure ci-dessous (Figure 3).

ko

Figure 3

1. Ecrire les équations du mouvement des deux masses.

2. En utilisant les conditions initiales : x;(0) = a, x,(0) = 0, x,(0) = x,(0) = 0, déterminer les
réponses des deux masses en spécifiant les pulsations propres.

3. Ecrire les réponses des deux masses sous la forme de produits de cosinus et de sinus. En
introduisant un couplage lache C = %, montrer qu’il existe des battements pour les deux masses et

que celles-ci sont en quadrature de phase.
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Solution

Exercice 1

1. Equation du mouvement
e Energie cinéetique

e Energie potentielle

1
U ==kx?
> X
e Fonction de dissipation
1 1 rE
D = Earfé?z = Eagxz

L’équation du mouvement est :
2
T
<]—2+m>5é+aiza'c+kx =0
r T
¥+ 28% + wix =0
Avec :

arf kr}?

=—w - s
2(Jo + mrzz) 0 (o + mrzz)

2. Calcul du coefficient de frottement «

)

1
D—Eln(S)
D D ar? 2(J]y + mr?
T To 2(Jo+mry) £

Nous obtenons :
a =90531kgst
3. La solution s’écrit :

x(t) = A e % cos(wgt + @)
Avec w, =i — 62 = wyet§ =08s71
Nous déduisons : A = x, = 0.04 metp = 0.
La solution devient :

x(t) = Ae %8 cos(31.41¢t)
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Exercice 2

1. Equation du mouvement
e Energie potentielle

e Energie cinétique

e Fonction de dissipation
1
D = Ea(x - y)Z

e Equation du mouvement

mi+alx—y)+k(x—y)=0=>mi+ax+ kx =ky+ ay
2. Lasolution du régime permanent
L’équation du mouvement se met sous la forme :
¥+ 26% + wix = wly + 26y
Avec :

Nous avons :
y = yoe'*
La solution du régime permanent s’écrit alors :
x = xoei(a)t+<p)
Dans ce cas, I’équation du mouvement devient :
(wg — w? + 2i6w)x = (Wi + 2i6w )y

Ce qui donne :
” (w3 + 2i6w )
xpe'? =
0 (w2 — w? + 2ibw) Yo

L’amplitude est :

3 (wg + 462w?)
o = (wE — w?)2 + 462w? Yo

0.05 =0.0533m

| (16 x10*+4x25)
0= (4 x 102 —25)2 + 4 x 25

L’argument :

_ Arct 20w Arct 20w
¢ = Arctg wg rctg (wg—wz)

10 10
¢ = Arctg (4)(—102) — Arctg ((4 <107 = 25)) = —0.0017 rd
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3. Le rapport d’amplitude :

Xo _\/ (wg +46%w?) 1066
( - "

% B Wi — w?)? + 452 w?

Exercice 3

1. Equation du mouvement
e Energie potentielle

1
U= 5 [kx? + kx3 + ko(xy — x1)?]
e Energie cinétique
1 .
T = Em(xl2 + %3)
e Equation du mouvement

{mjél + kx1 + ko(xl - xZ) = 0 {mxl + (k + ko)xl - koxz == 0
mjéz + ka + ko(xz - xl) = O mjéz + (k + ko)xZ - koxl = 0

2. Nous recherchons des solutions sinusoidales, les pulsations propres sont déterminées a partir de :

(—mw? + k)(—mw? + k + 2ky) =0

k k+2ky, |k 2k,
@1 = 2= T m Mt e

{xl (t) = A1 cos(w,t + @) + Ay, cos(w,t + @)
x,(t) = Ayq cos(wqt + @) + Ay, cos(w,t + @)

Nous obtenons :

Les solutions :

Les rapports d’amplitudes :

A A
21 Lﬁ =1
Aqq Aqq

D’ou

{xl(t) = A1 cos(wit + @q) + Ay, cos(wyt + @,)
x,(t) = Ay1 cos(wit + ¢1) — Agp cos(w,t + @3)

A partir des conditions initiales : x;(0) = a, x,(0) = 0, x,(0) = x,(0) = 0, nous trouvons :

x1(t) = =[cos(w;t) + cos(w,t)]

x,(t) = =[cos(w,t) — cos(w,t)]

NN
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3. Les solutions peuvent s’écrire sous la forme de produits :

x1(t) = acos [(w) t] cos [(M) t]

2
[ w2 Wy . [(W2 — Wy
x,(t) = asin [(T) t] sin [(T) t]

Comme :

ko

— K1

2 <
Alors :

/k+2k ’k / 2k
Wy = = = 1+~ w,(1+0)
m m k

Cela permet d’écrire :
W, —wy=Cwietw, +w; =2+ 0w, = 2w,

x1(t) = a cos(w,t) cos (% t)

x,(t) = asin(w;t) sin (% t)

Nous observons le phénomeéne de battement, les masses oscillent en quadrature de phase.
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Examen de rattrapage, Février 2020 (USTHB)
Licence L2-ST

Durée 1h30
Exercice 1

Un cylindre plein et homogene, de masse M et de rayon R, peut rouler sans glisser sur un plan horizontal.
Ce cylindre est relié a un bati fixe B, par un ressort de raideur k au point B (Figure 1). Un ressort de
constante de raideur k, relie le point A de I’axe du cylindre a un bati fixe B,. On repere le cylindre par
I’angle de rotation 6(t).

Figure 1

1. Etablir I’équation de mouvement du systéme régissant 1’évolution de 6(t).
2. Exprimer la période propre T, du mouvement de ce systeme en fonction de M, k et k.
3. Déterminer I’expression de 6(t) n tenant compte des conditions initiales :

0(0) =5°etf(0) =0rd st

Exercice 2

On remplace le ressort de raideur k par un amortisseur de coefficient d’amortissement visqueux a (Figure
2).

a (M,R)

Figure 2

1. Etablir ’équation du mouvement en fonction de la coordonnée 6.

2. On suppose qu’au bout de 4 pseudos périodes I’amplitude initiale de vibration est diminué¢ de 60 %.
Si la période des oscillations est égale a 0.6 s, calculer le coefficient d’amortissement a.

3. Calculer I’énergie dissipée du systéme pendant une période pour une solution approximative :

T
6(t) = 1—6€os(wat)
On donne :
M=2kg,R=10cm
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Exercice 3

Le béati B, est maintenant animé d’un mouvement sinusoidal et horizontal, son déplacement et donné par

s(t)

s(t) = se/*t (Figure 3).

Figure 3

1. Etablir I’équation du mouvement.
2. Donner I’expression de 1’amplitude des oscillations en fonction de w.
3. Calculer I’amplitude s, sachant qu’a la résonance I’amplitude maximale de 6, vaut 6,,,,, = /10.

Exercice 4

Dans le systéme précédent on remplace 1’amortisseur par un ressort de raideur k' et on insére entre le
ressort k, et le bati B, un oscillateur constitué¢ d’une masse m et d’un ressort de constante de raideur k,
pour former un systeme a deux degrés de liberté (Figure 4). Le mouvement de la masse m est repéré par
la coordonnée x,. On posera x; = R@ et on choisira les conditions suivantes :

3
mzzMetk=4k’

Figure 4

1. Etablir les équations du mouvement en fonction de x; et x,.
2. Calculer les pulsations propres de ce systéeme en fonction de k, k, et m.
3. Donner les solutions générales x; (t) et x,(t).
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Solution

Exercice 1

1. L’équation du mouvement
e Energie potentielle :

1
U = §(4k + kO)RZQZ

e Energie cinétique :

13
T = == MR?6?
22 ¢
e [’équation du mouvement :
d oL aL_O bi dor adUu
dtog 06 V" dtog T 06

Nous obtenons

3
SMO + (4k +1o)8 =0

2. L’équation du mouvement s’écrit :

=0+ wi =0

2 (4k + ky)

“0= 3

> _2n_2 3M
0= 0o |8k + 2ky)

0(t) = Acos(wyt + @)
En tenant compte des conditions initiales :
6(0) =5°=10.087rd etd(0) =0rds?!

Avec :

La période propre Ty :

3. Lasolution 8(t) s’écrit :

Nous trouvons :
6(t) = 0.087 cos(wyt)

Exercice 2

1. L’équation du mouvement
e Energie potentielle :

1

U = =koR?6?
2 0

e Energie cinétique :

13 .

T = --MR?§?
22
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e La fonction de dissipation :

1 )
D = —4qR?6?
2
e L’équation du mouvement :
daL_l_aD (’)L_O bi daT+6D+6U_
dtag a8 a6 - V0" drae T a6 " 00
Nous obtenons
6 +280 + w20 =0
Avec :
5= 4a |2k
3T |3m
2. Le décrément logarithmique est
1
D = Zln(2.5) = 0.23
Nous obtenons :
_3M5_3MD .
a= r - aT gs

3. L’énergie dissipée en une période
t+T
AE = J P, (t) dt
t

P, représente la puissance dissipée par I’amortisseur.

T la période d’oscillation.
t+T

Nous obtenons:
3

s
= 2 _— =
AE = aR wa64 0.29)

Exercice 3

1. L’équation du mouvement
e Energie potentielle :

1
U= Eko(RH - 5)2

e Energie cinetique :

13 .

T = -=MR?§?
22

e Lafonction de dissipation :

1 .

D = =4aR?6?
2
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e [’équation du mouvement :

daL_l_aD aL_O bi daT+aD+6U_O
dtag a8 a6 - V0" Groe T a6 " 08
Nous obtenons

3 ) .
> MR8 + 4aR*0 + koR?6 = koRs

6+ 280 + w20 = 2Ko
@Y = 3R *®
Avec :
6_46! |2k
—3m YT 3Mm

2. Lasolution du régime permanent est :
6(t) = Gpe/@t+e)
L’amplitude s’écrit :
2k, s
_ 3MR °°
V(@2 = 022 + 45202

0

3. L’amplitude 6,4, €st:
2k,

3MR S0 3MRS
Omax = Oo(wg) = —253 0% — 52 = So = —ko W& — 6204y

2R6
S = mwagmax
So = 2.27 mm

Exercice 4

1. L’équation du mouvement
e Energie potentielle :

U= [4‘k,.Xf + kXZZ + ko(Xz - Xl)z]

N[ =

e Energie cinétique :
173 -2 -2
T = E(EMxl + mx2>

e L’équation du mouvement :
3
{EMX']_ + (4k’ + ko)xl - koxz = 0

mjéz + (ko + k).xz - k0x1 =0
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Or:

3
m=§Metk=4k’
{mjél + (k"" ko)xl - koxz = 0

mjéz + (ko + k)xZ - k0x1 == 0
. Les pulsations propres sont déterminées a partir de 1’équation :

((k + ko) — mw?) —k3 = 0 = (k — mw?)(k + 2k, — mw?) =0

k k + 2k,
W= |— w; =
1 m’ 3t m
Les solutions s’écrivent :

{xl(t) = A11 COS((I)lt + §01) + A12 COS(wzt + (pz)
x2(t) = Aqq cos(wqt + @1) — Agp cos(w,t + @)

Nous trouvons :
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Examen de rattrapage, Janvier 2017 (USTHB)
Licence L2-ST

Durée 1h30
Exercice 1

Une poulie de de moment d’inertie ], constituée de deux disques de rayons respectifs r et 2r, peut osciller
sans frottement autour d’un axe fixe, passant par son centre de gravité. Deux massesm; = metm, =m
sont fixées aux extrémités d’une tige de masse négligeable et de longueur 2¢, soudée a la poulie. Cette
poulie est reliée d’une part a un ressort de raideur k et un amortisseur de coefficient de frottement visqueux
a, fixés a un bati fixe comme 1’indique la figure 1. On suppose qu’a I’équilibre la tige est verticale
(6 = 0rd). On abandonne le systéme apres 1’avoir écarté de sa position d’équilibre d’un angle 6,
suffisamment faible pour admettre les approximations des faibles angles.

Pour un amortissement négligeable (a = 0).

Poulie d’inertie J,

Figure 1

1. Exprimer I’énergie cinétique T, 1’énergie potentielle U et le Lagrangien du systeme en fonction de 8.

2. Etablir I’équation du mouvement en précisant I’expression de la pulsation propre wy.

3. Pour un amortissement non nul (a # 0), trouver la nouvelle équation différentielle du mouvement.
Déduire 1’expression du facteur d’amortissement § et donner 1’expression de la solution 6(t) en
régime pseudo-périodique.

On donne :

T .
_ _ -1
6(0) = 3 rd,0(0) =0rds

Application numérique :
m=3kg,£=05mr=02mk=5225Nm~Y,a =2463ks™1,J, =5 kg m? et g=
10ms—2
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Exercice 2

Une force sinusoidale de forme F(t) = F,e’/“test appliquée sur la masse m, du systéme précédent (Figure
2).

Figure 2

1. Etablir I’équation différentielle du mouvement.

Donner sa solution en régime permanent.

3. Pour w = w,, calculer le module de I’amplitude et le déphasage ¢ entre la réponse du systeme et la
force appliquée.
Ondonne: Fy, = 200 N.

Exercice 3

no

Un cylindre homogeéne de masse m,; = m et de rayon R peut rouler sans glisser au-dessus d’un plateau de
masse m, = 2m qui peut coulisser sans frottement sur un plan horizontal. Un premier ressort de raideur
k relie I’axe du cylindre au plateau, lui-méme relié a un support fixe par I’intermédiaire d’un second
ressort de raideur k. Ecarté de sa position d’équilibre puis relaché, le systéme effectue des oscillations de
faibles amplitudes. On décrit ce systéme a I’aide des deux coordonnées x; et x, (Figure 3).

X1

Figure 3

1. Montrer que le Lagrangien du systeme s’écrit sous la forme suivante :

i3 ., . .5 0 1. ., 2
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2. Etablir les équations différentielles du mouvement en x; et x,, puis déterminer les deux pulsations
propres du systeme.
3. Déterminer les rapports d’amplitudes correspondant a ces pulsations propres.

Exercice 4

Les deux masses du systeme de la figure 4 sont couplées par un ressort de raideur k, et par un amortisseur
de coefficient de frottement visqueux a,. Deux ressorts de raideurs k; et k, et deux amortisseurs de
coefficients visqueux a, et a, relient les deux masses m; et m, a des batis fixes. Une force sinusoidale
de la forme F(t) = Fye/“t, est appliquée a la masse m, (Figure 4). x, et x, sont respectivement les
déplacements des masses m, et m.

X1 I X2
k, — ko — k;
— —
—00—| . — O D
Ty O o —

Figure 4

1. Etablir les équations différentielles du mouvement en fonction de x; et x,.
Donner les équations intégro-differentielles du mouvement.

3. Calculer I’impédance d’entrée du systeme dans le cas des faibles amortissements (@g = a; = @, =
0).

no
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Solution
Exercice 1

1. Poura =0,
L’énergie cinétique du systeme :

1 .
T = EUO + 3m#? + 8mr?)6?
L’¢énergie potentielle du systéme :
1
U= > (4kr? — mg¥)6?
Le Lagrangien du systeme est :
1 .
L=T-U= > [(Jo + 3m#? + 8mr?)0? — (4kr? — mg£)6?]

2. L’équation du mouvement s’écrit :
0+ w30 =0
Avec :

(Jo + 3m#? + 8mr?)

3. Pour a # 0, la fonction de dissipation est :

\/ (4kr? — mg?t)
(DO =

1 .
D= Earzez

L’¢équation du mouvement s’écrit s :
6 + 260 + wih =0
Avec:
ar?
2(Jo +3m#? + 8mr?)
La solution dans le cas du régime oscillatoire amortis est :
0(t) = A e~% cos(wyt + @) avec : wg = /w2 — 52
Application numérique :

5 =

wo=10rds 1,6 =651, w, =8rds™?!
Les conditions initiales permettent de trouver :
w
A= 9(0)w—° =011rds!

a

et

)
Q= —Arctgw— = —0.64rd

a
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Exercice 2

1. L’équation du mouvement est :
6 + 280 + wih = Cel®t
Avec :
Fyt
"~ (Jo + 3me? + 8mr?)
2. Lasolution du régime permanent est de la méme forme que le second membre :
0(t) = e/ (@+e)
6, represente son amplitude et ¢ sa phase.

C

C
0, =
° V(w2 — w?)? + 452w?
26w
Q= —AT'Ctg(wg_—a)z)
3. Pourw = w,
C
= =0.1
0= 25w 0.10rd
et
T
¢==3 rd
Exercice 3
1. Le Lagrangien du systéeme :
T =Ty, + T,
1 1m;R? . 1 7. , ,
T, = Emle +§ > 0% = Sm x2 +§(x1 —x,)?
Avec :
X; =X, + RO = RO = x, — %,
De plus :
T, 1
T, = Emzxz = Emez

Nous obtenons :
113 - TP
T = > [me1 —mxix, + mez
L’énergie potentielle du systeme :

1 1 1
U= Ek(xz —x)%+ Ekx% =5 [kx? + 2kx? — 2kx;x,]

Nous trouvons :

i3 ., . .5 ., 1. ., 2

2. Les équations du mouvement sont :

3 1
Emjél - meZ + kx1 - k.xz =0

5 1
—mi, ——m¥X, + 2kx, —kx; =0
2 2
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L’équation caractéristique qui permet le calcul des pulsations propres :

(k—gme?) (= Gme) =k~ mar) =0
me me Zma) =

2k k
W= [z—,wy = |—
! 7m’ " ? m
3. Lessolutions x; et x, s’écrivent :

{xl = Ay; cos(w it + @) + Ay, cos(w,t + @)
Xy = Ayq cos(wit + @) + Ay, cos(wyt + @5)
Les rapports d’amplitudes sont :

On obtient :

A _ 240 _
A11 3 ’A12
Exercice 4
1. Les énergies cinétique et potentielle du systeme sont :
1, 1
T = §m1x1 + Emzxz
1 2 1 2 1 2
U = Eklxl + Ekzxz + Eko(Xz - x1)
La fonction de dissipation :
. 2 . 2 1 . o 2
D = S d¥i + 5 %22 + an(xz — X1)
Le travail de la force extérieure :
W = F xz

Les équations du mouvement :
my¥, + @y %y + ag(xy — X)) + kyxg + ko(xy —x3) =0
{mzjc'z +ayx, +ag(x, — %) + koxy + ko(xy —x1) = F
2. Les équations intégro-différentielles :

dx

mld_tl‘l' 0(1561 +a0(5C1 _Xz) + kljxldt+koj(xl _XZ) dt = 0
dx

mzd_t2+a2x2+a0(5C2_5C1)+k2J5C2 dt+k0f(X2_xl)dt=F

3. Dans le cas des faibles amortissements (¢, = @; = a, = 0), les équations aux vitesses en notation
complexe sont :

. . 1. 0 ,. .
— — — =0
jmiwx, + o X1 +ja) (%1 — %2)
ka 0
. ST L S
jmywx, + jo Xy + io (X, — %1)
A partir des deux équations :
F _ (kl + ko - mlwz)(kz + ko - mzwz) - kg

Z,=—
¢ x jw(ky + kg — miw?)
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Examen Final Physique 3, Février 2020 (ENST Dergana)
Licence L2-ST

Durée 1nh30

Exercice 1

Deux tiges, de longueur 2L (de masse négligeable), sont soudées ensembles a angle droit (Figure 1). Les
tiges portent a leurs extrémités des masses ponctuelles m et peuvent tourner autour de 1’axe horizontal
fixe passant par le point de soudure. Les frottements sont symbolisés par 1’amortisseur de coefficient a.

A I’équilibre (représenté en pointillés) le ressort n’est pas déformé.

1.

o b~ W N

Trouver 1’énergie cinétique T, 1’énergie potentielle U, ainsi que la fonction de dissipation D (dans le
cas des faibles amplitudes).

Trouver le Lagrangien et déduire 1’équation du mouvement.
Sachantque @« = 16 kg s™, m = 1 kg, k = 16 Nm™~1 : trouver la nature du mouvement.
Quelle est la valeur de a a ne pas dépasser pour avoir des oscillations.

Pour quelle valeur de a I’amplitude diminue a 1/7 de sa valeur initiale aprés 2 oscillations complétes
(On supposera que T, = Ty).

Donner le circuit électrique équivalent en explicitant 1’analogie mécanique-électrique.

1 VO
1 Y
1 1
—I_l 1
@ a ;
:
1
1
) O @ ----
4

A Iéquilibre 0 En mouvement
Figure 1
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Exercice 2

Soit le systétme mécanique décrit par la figure 2. Le systtme mécanique se compose d’une tige
homogene(m, 1), pouvant tourner autour d’un axe fixe (A), perpendiculaire au plan de la feuille. Cette
tige est reliée a un bati fixe par un ressort parfait k; et a une masse M par un ressort parfait k,. Les
allongements des ressorts a 1’équilibre sont nuls. On travaillera dans le cadre des faibles amplitudes avec
les deux degreés de liberté x; (t) = 16(t) et x,(t) .

Partie A (Oscillation libre)

1. Déterminer 1’énergie potentielle du systéme.

2. Déterminer I’énergie cinétique du systéme.

3. Ecrire les équations du mouvement du systeme.
4

En prenant

a?® g
m:12M, kll_z_mz_lzgk’ k2:k

calculer les pulsations propres w; et w, ainsi que les rapports d’amplitudes.

5. En déduire les solutions générales x, (t) et x,(t) de cet oscillateur.

6. Déterminer les solutions générales x; (t) et x, (t) dans les conditions initiales suivantes :

7. Montrer que la solution x, (t) s’écrit sous la forme : x,(t) = A cos(pt) cos(qt) ol p < q. Quel est
le phénomeéne observé ?

8. Que représentent 2 /p et 2m/q ?

On rappelle que
a+b a—>b
cosa+cosb=2€os< 5 )cos( )

2
x5 (1)
—
) ml ______ 1
oy FAEED— ] B Y

k (i T T T i B
2

E
[y

7//{///2
=l
///il’///)

()

a
Equilibre I— En mouvement
Figure 2
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Partie B (Oscillation forcée)

On applique au niveau de la masse M une force sinusoidale d’amplitude F; et de pulsation w (Figure 3).
Ondonne : F(t) = Fye'®t,

1. Déterminer les équations différentielles du mouvement.
2. Déterminer les équations aux vitesses.
3. Calculer I'impédance d’entrée du systeme mécanique Z,.
4. Pour quelle pulsation la masse M reste-t-elle immobile. Quelle est dans ce cas I’impédance d’entrée.
F(©)
—
(m, 1) . !
M
D \\IL\\\\\
—>
x2 (1)

1)

7//)"//)5

Figure 3
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Solution
Exercice 1
1. Energie cinétique

T = 4T, = —4ml?6?

Energie potentielle

1
U ==kl?6?
2
Fonction de dissipation
1 .
U =-al?6?
> a

2. Le Lagrangien du systeme

1 o1
L=T—-U=—=4ml?6? —Eklza2

2
L’équation de Lagrange s’écrit :

doL oD oL

a6 "ag 00 "
ce qui donne :

. . " a
4ml?0 + al?6 + k1’0 = 0= 0 + —
4dm

3. L’équation se met sous la forme
6+ 260 + w20 =0

avec .

& = wy, hous sommes donc dans le régime critique.
4. Pour avoir des oscillations :

b<wy=>a< V16km
donc:a <16kgs™1.

5. Nous avons le décrément logarithmique :
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1
D =-In(7) = 0.97

Comme:

D _D _Dug
§=—=

—— =031
T, T, 21 S

Finalement, nous obtenons: a = 86m = 2.48 kg s~ 1.

6. Circuit équivalent :
. . k.
4imwb +ab +—0 =0
iw

=l sme L, a= R ke 1/C

Le circuit électrique.
Exercice 2

Partie A (Oscillation libre)

1. L’¢énergie potentielle :
1 62

1 2 1 2
=§k1(a9) —mg§7+ ky(x, —10)

1,( a g\ 1
Uzle k1l_2— 5 +3 kz(xz—x1)

2. L’énergie cinétique :
1 . 1ml? 1 1m

T ==Mi2 +—— 0% = = Mi2 + —— &2
pMxt 5= S Mg + 54

3. L’équation du mouvement est :

m . a? g

§x1 + <k1 B le + k2>x1 kox, =0
Mi, + kyxy —kyxq =0

4. Dans le cas ou

2
m=12M, Ik lz—mz%—Bk, ky = k

Les équations du mouvement deviennent :
{4’Mjél + 4kx1 - kxz = 0
sz-l- ka - kx1 = O

Les solutions générales s’écrivent :

— iwt — iwt
x; = Ae'®t x, = Aye
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{(—4Ma)2 + 4k)x; —kx, =0
(—Mw? + k)x, —kx; =0

ou bien :

(—4Mw? + 4k) —k X171 [0
[ i)k (—Mw? + k)] [xz] B [o]

pour gue ce systeme admette des solutions non triviales, il faudrait que :

|(—4Ma)2 + 4k) —k _\

—k (=Mw? + k)

(—4Mw? + 4k)(—Mw? + k) —k? =0

k t 3k
©= o & 2 Jom

{xl = Ay, cos(w it + @) + Ay, cos(wyt + @)
Xy = Ay cos(wit + @1) + Ayp cos(w,t + @,)

Les pulsations propres sont alors :

Les rapports d’amplitudes sont dans les deux modes sont :

Ay

21 _ Azp )
Aqq

2 et —=
Arz

5. Les solutions sont :
{xl - A11 COS((Ult + (pl) + AlZ COS(wzt + (pz)
xz = 2A11 COS((Ult + (pl) - 2A12 COS(wzt + (pz)

ou A1, Aq2, @4 et @, sont déterminés a partir des conditions initiales.

6. Les conditions initiales suivantes :
xl(t = 0) — xo, xz(t = O) = O etxl(t = O) = xz(t = O) = 0

permettent de trouver :

En injectant dans les expressions de x; et x, :

2

{xl = ﬁ[cos((ult) + cos(w,t)]
X, = Xy [cos(wyt) — cos(w,t)]

7. En utilisant les relations trigonométriques nous avons :

X, = % [cos(w,t) + cos(w,t)] = x, {cos [(g) t] cos [(@) t]}

Par identification :
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Wy —W; Wyt W
2 1T T2

p:

21 /p représente la période de de modulation qui est le double de la période de battement, 21t /q la
période d’oscillation.

Partie B (Oscillation forcée)

1. Le travail de la force extérieure est :
W = Fx,
Les équations du mouvement sont :
4M3%, + 4kx, —kx, = 0
{Mic'z + kx, —kx; = F(t)
2. Les solutions s’écrivent :
x; = Aett, x, = Ayet®t

i, =22 %, = ink
1,2 — . 1,2 — 1,2
’ la)’ ) ’

ce qui nous permet d’écrire :

4iMwx +4k' k. 0
X — X —— X, =
HAOX iw 1w ?

: k.o k.
iMwx, + —x, ——x; = F(t)
iw iw

3. A partir des équations aux vitesses nous trouvons :

_F(t) (k= Mw?)(4k — 4Mw?) — k?
¢ x,(t) iw(4k — 4Mw?)
4. Lamasse M est immobile si sa vitesse est nulle x, = 0.

La pulsation est donc :

Cela correspond a une impédance infinie Z, — oo.
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Examen Final Physique 4, Octobre 2020 (ENST Dergana)
Licence L2-ST

Durée 1h30
Exercice 1
Le systeme ci-dessous est composé d’une corde homogéne de masse linéique u, et de longueur L, placée
entre deux cordes homogeénes p, et us; semi infinies ( Figure 1). Les cordes sont tendues horizontalement

avec une tension constante T,, trés grande devant leurs poids. Nous étudions le cas des vibrations
transversales de faibles amplitudes.

Figure 1

(To, 1) (To, uz) (To, p3)

Une onde plane, progressive et sinusoidale, de pulsation w et d’amplitude A, se propage le long de la
corde (1), de masse linéique u;.

On notera les déplacements des particules dans chaque région :

y1(x,t) pour x < 0
y(x,t) =3 y,(x,t) pour0 < x <L
y3(x,t) pourx = L

1. Donner en justifiant les expressions des déplacements y, (x, t), y,(x, t) et y3(x, t) dans les trois
cordes.

2. Montrer que ce systeme peut &tre remplacé par le systeme de la figure 2, dont il faut déterminer
I’impédance Z; .

(To, 1q) (To, 12)

Figure 2
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3. Déterminer I’'impédance Z (x) en un point quelconque de la corde 2 (uy, Ty), en fonction de Z., Z,, k;
et L. Calculer son expression Z(x = 0).

4, Est-il possible d’annuler la réflexion au niveau de la frontiére x = 0. Comment ?

Exercice 2

Le tuyau de longueur supposée infinie est parcouru par une onde dont la variation de la masse volumique
est:

p(x’ t) — Aei(wt—kx)
3. Calculer la vitesse de particules 1(x, t) et du déplacement associé u(x, t).

4. Calculer la pression acoustique p(x, t).

5. Calculer de la puissance acoustique a travers une section perpendiculaire a la vitesse de propagation
de I’onde.

6. Calculer ’intensité de 1’onde.

7. Déterminer I'expression de I'intensité acoustique de cette onde et en déduire la valeur numérique des
amplitudes de la pression P,, de la vitesse des particules Uy et I’amplitude du déplacement U, :

[=10"3Wm™2; f=1kHzV = 1500 ms~%, p, = 103 kgm~3.

8. On désire mesurer la vitesse de propagation de 1’onde dans le fluide, pour cela nous fermons le tuyau
en x = L par une paroi rigide. A I’aide d’un microphone sensible a 1’intensité du son qu’on déplace a
I’intérieur du tuyau et d’un oscilloscope, on mesure la distance entre deux ventres successifs d =
3.38 ¢m. Sachant que la fréquence est égale a f = 2.5 kHz. Calculer la vitesse de I’onde acoustique.
Quel est alors le fluide en question ?
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Solution

Exercice 1 Figure 1

(To, 1) (To, 12) (To, u3)

Une onde plane, progressive et sinusoidale, de pulsation w et d’amplitude A, se propage le long de la
corde (1), de masse linéique ;.

On notera les déplacements des particules dans chaque région :
y,(x,t) pourx <0
y(x,t) =<3 y,(x,t) pour0 < x <L
y3(x,t) pourx = L

1. Donner en justifiant les expressions des déplacements y, (x, t), y,(x, t) et y;(x, t) dans les trois
cordes.

yl(x, t) = Aei(wf—’ﬁx) + Bei(wt+k1x)
%) (x, t) ~ Cei(wf—kzx) + Dei(wt+k2x)
y3(x, t) = Eel(@t=ks¥)

2. Montrer que ce systeme peut étre remplacé par le systeme de la figure 2, dont il faut déterminer
I’impédance Z;,.

X X
0 L
Figure 2
9y o 9y3
9y, dys “
ot x=L ot x=L

3. Déterminer I’impédance Z(x) en un point quelconque de la corde 2 (uy, Ty), en fonction de Z,, Z,, k;
et L. Calculer son expression Z(x = 0).
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Z(x) _TO% 7 Ce™tk2X _ petkax 7 e tha¥ — %eikzx
X)=—F3——*= - - =
aaﬁ " Cemter 4 Detlar T oy %eikzx
t

La condition en x = L permet d’écrire :

Ze, — Ze o —2ikzL
Ze, +Z¢,

D —
C
En remplagant cette derni¢re dans 1’expression de Z(x) :

ZCz — ZCs eikz(x—ZL)

e—lkzx _
Ze, +Z,

Z(x) = ZCZ

L. —7Z
—ikyx C2 C3 Lik,(x—2L)
etkz +Zc2+Zc elkz

3

(e, + 26)05407 = 2y = 2, )60

Z(x)=Z - -
(x) =Z, (Z., + Z,,)e 2@  (Z,, = 2, etk

Onpose : a = k,(L — x).

(ZCZ + ch)ei(x Y (ZCZ . ZC3)e_ia
2(Z, +Z)el e + (2o, — Z.,)e @

Z(x)=17Z

Z. (e* —e @) + 7, (e + i) iZ,sina + Z, cos a
2 Z.,(e®+e @)+ Z, (el —e @) "2Z. cosa+iZ,sina

Z(x)=17Z

Qui peut s’écrire sous la forme suivante :

Ze, tiZe tga

Z(x) = Z
@) =2, Ze, +iZ., tga

Nous vérifions que Z(x = L) = Z,.

4. Est-il possible d’annuler la réflexion au niveau de la frontiere x = 0. Comment ?
Afin d’assurer une transmission totale :
Z(x=0) =12,
_ Ze, +iZ,tg(k,L)
a ez, +iZ., tg(k,L)

Z

Pour cela, il faudrait que :
o tg(kyL) — o
d’ou:
Ay
L= (27’1 + 1) Z

o etZ, =.Z.2,
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Exercice 2

Le tuyau de longueur supposée infinie est parcouru par une onde dont la variation de la masse volumique
est :

p(x, t) — Aei(wt—kx)

1. Calculer la vitesse de particules u(x, t) et du déplacement associé u(x,t).

ap N ou 0 ou _
- _— = f—t _— -
at " Poox Pox = 710
Nous trouvons :
i(x, ) = — Aeitar-i)
Po
Le déplacement est :
u(x,t) = xt) 4§ Ael(@t=kx)
lw Llwpg
2. Calculer la pression acoustique p(x, t).
dp du
— — =0
dx T Po dt

Nous obtenons :
p(x,t) = V2Aei@t=k0)

3. Calculer de la puissance acoustique a travers une section perpendiculaire a la vitesse de propagation
de ’onde.

_ &
P=Sp(xt)ulxt) = p—AZ[cos(a)t — kx)]?
0

4. Calculer I’'intensité de 1’onde.

3

P V
| = = =—A?[cos(wt — kx)]?
S Po

5. Déterminer I'expression de l'intensité acoustique de cette onde et en déduire la valeur numérique des
amplitudes de la pression P,, de la vitesse des particules U, et I’amplitude du déplacement U, :

[=10"3Wm™2;f=1kHzV = 1500 ms~1, p, = 103 kgm~3.

P, = \/2p,VI = 54.77 Pa
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Py

Uy = =3.6510"°ms™ ' =36.15ums~!
° poV
U
Up=—==58110"2m = 5.81 nm
2nf

6. On désire mesurer la vitesse de propagation de 1’onde dans le fluide, pour cela nous fermons le tuyau
en x = L par une paroi rigide. A I’aide d’un microphone sensible a I’intensité du son qu’on déplace a
I’intérieur du tuyau et d’un oscilloscope, on mesure la distance entre deux ventres successifs d =
3.38 cm. Sachant que la fréquence est égale a f = 2.5 kHz. Calculer la vitesse de 1’onde acoustique.
Quel est alors le fluide en question ?

d=22Y v ard =338 ms
4 af = 4fd =338ms

Le fluide en question est 1’air.
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Examen Final Physique 3, Mars 2021 (ENST)
Licence L2-ST

Durée 2h
Exercice 1

Le systeme de la figure ci-dessous est constitué par un chariot de masse m, se deplacant sur un rail
horizontal. Un pendule de longueur ¢ porte a I’une de ses extrémités une masse m, supposee ponctuelle.
Son autre extrémité est reliée en un point G du chariot qui sert de pivot pour le pendule. Le déplacement
du chariot, mesuré a partir de sa position d’équilibre, décrit un mouvement sinusoidal :

x(t) = xy cos(wt) (w # g/?f)

V A

x(t)

Le pendule est repéré par I’angle @ par rapport a la verticale. A 1’équilibre, le pendule est vertical.
1. Calculer le lagrangien du systeme.
2. Montrer que 1’équation différentielle du mouvement en 8 prend la forme :
20 + % cos@ + g sinf =0
3. Ecrire I’équation différentielle (1) dans le cas des oscillations de faibles amplitudes. On posera :

g
(A)g=?

4. Déterminer dans ce cas I’expression de la solution 8¢(t) de cette équation différentielle en régime
permanent.

5. En déduire la solution générale 6(t).

6. En imposant au systéme les conditions initiales : 6 (0) = 0rd et-0(0) = 0rd s, trouver la
solution 6 (t).
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Exercice 2
Partie A : Oscillations libres.

On considere un pendule constitué par une tige rigide (Figure 1), de masse négligeable et de longueur 2,
portant & I’'une de ses deux extrémités une masse my. Le pendule est couplé au moyen d’un ressort de
raideur k a un oscillateur constitué d’un chariot de masse m, qui se déplace sans frottement sur un plan
horizontal et d’un ressort de raideur k, qui relie le chariot & un béti fixe (B). Le pendule peut tourner dans
un plan vertical autour d’un axe fixe (A) passant par 0. On désigne par x; le déplacement du chariot
compté a partir de sa position d’équilibre et par 8 I’angle que fait la tige avec la verticale. A 1’équilibre,
lorsque la tige est verticale, les ressorts sont horizontaux et non déformés. On ne s’intéresse qu’aux faibles
oscillations du systeme.

I %H%ﬁmulll%/

Figure 1
1. Etablir les équations différentielles du mouvement en x; et 6 du systeme.

2. Les exprimer en fonction de x;et x, = £6 puis déterminer par la méthode de votre choix les
pulsations propres w, et w, de ce systeme dans le cas ou :

myg )
£

3. Déterminer pour chacun des modes propres de ce systeme le rapport des amplitudes des oscillations
en x, (t) etenxq (t).

ko

4. On suppose maintenant que les deux oscillateurs sont couplés par un ressort de raideur faible: k <«
ko. A I’instant t = 0, on bloque le pendule a sa position verticale et on écarte le chariot de x, par
rapport a sa position d’équilibre puis on abandonne I’ensemble du systéme sans vitesse initiale.

a. Etablir les solutions x; (t) et x,(t) (pulsations propres et rapports d’amplitudes).

b. Le graphe ci-dessous donne I’allure de x;(t). Expliquer le mouvement que décrit le chariot.
Comment appelle-t-on ce phénomene ?

c. La mesure des deux périodes T, et Ty a partir graphe de x,(t) donne: T,;, = 0.57set Ty =
6,85 s. En déduire les valeurs des raideurs k, et k sachant que m, = 200 g.

249

N. MAGHLAOUI



Partie B : Oscillations amorties forcées.

On reprend le systeme mecanique précédent et on place un amortisseur de coefficient de frottement
visqueux a en paralléle avec le ressort de raideur k, (Figure 2). De plus, une force extérieure sinusoidale
F (t) = F, cos wt est appliquée sur le chariot. La raideur k du ressort de couplage n’est pas faible. On
prendra comme dans la partie A :

myg _

ko

£

k

Il

A

Figure 2

1. Ecrire les nouvelles équations différentielles en x; et x,.

2. Trouver dans I’analogie Force-Tension, les equations électriques équivalentes en précisant la
correspondance entre les éléments électriques et mécaniques.

3. Donner le circuit électrique équivalent au systeme mécanique.
4. Calculer I'impédance mécanique d’entrée.
5. Le systeme est excité a la pulsation :

k + ko

my

a. Calculer les vitesses x, et x, des deux oscillateurs. Que peut-on dire du mouvement du chariot ?
b. Donner le nouveau circuit electrique équivalent.
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Solution

Exercice 1
1. L’¢énergie cinétique du systéme
T =Tm, + T,
T,
T, = Emlx

La vitesse de la masse m,, est calculée a partir de sa position :
- x+¥sinf R % + €6 cos 6
Omzz(—fcose) vm2=< £6 sin 6 )
Ce qui donne :

1 1 ) )
Ty, = Emzvr%tz = Emz(;‘cz + 4262 + 2440 cos 0)

L’¢énergie cinétique est :
1 , . .
T=> [(my + my)x? + m,£260% 4 2m, %0 cos 6|

L’énergie potentielle est :
Up, = —myg¥ cos 6

Le Lagrangien du systeme est :
1 . .
L=5 [(my + my)x? +m,£202% + 2m, €0 cos 8] + m,g¢ cos 6

2. L’équation de Lagrange :

Nous obtenons :
my €20 — m,£%0 sin @ + my£i cos @ + m,£x0 sin 6 + m,g¢sinf = 0
Soit :
20 + ¥ cos6 + gsinh =0
3. Dans le cas des faibles amplitudes, I’équation est linéaire :
cosf = 1,sinf8 =6
L’équation du mouvement devient :
0+%+g0 =0

comme : x(t) = x,e/“t, alors :
2
. g w Xy
0+=06= e/wt
4 4

qui s’écrit :
2

. w"X ,
6+ w26 = {,"eﬂvf

4. La solution est de la forme :
Hf = AeJ(wt+9)

En remplacant dans I’équation du mouvement, nous trouvons:
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Nous déduisons que :
w? X,
wg — w? 2
et:
_ {O pour w < w
T pour @ > wy
5. La solution géneérale est la somme de la solution particuliére et la solution de 1’équation homogéne
(libre).
0=0+06,
La solution libre s’écrit 8,(t) = C cos(wyt + Y). D’ou la solution générale :
2

) Xo
8(t) = C cos(wot + P) + ———— cos(wt)

6. En tenant compte des conditions initiales : 6(0) = 0 et 8(0) = 0, on obtient :

—Cwq sin(y) =0 PY=0
w?  x = w?  x
CoosP+77= 577 =0 (CTTz-wre
d’ou
Xo 2
() =—>— > [=cos(wyt) + cos(wt)]
? wf—w
Exercice 2

Partie A : Oscillations libres

1. L’¢énergie cinétique du systéme s’écrit :

T 1 .
T = Emoxf + EmO{’ZGZ

L’énergie potentielle :
1 1
U= —myg¥cosb + Ek(xl — £sin@)? + Ekoxf

Dans le cas des faibles oscillations :
6% 1 S
U= m0g£’7 + Ek(xl - 39) + Ekoxl
Ainsi, les éguations du mouvement en x; et 8 s’écrivent :
mo¥, + kox, + k(x; —£€60) =0
{mot’zé + mogf0 + k€(£0 —x;) =0
2. Enposant x, = £6, on obtient :
moi¥, + koxqy +k(x; —x3) =0
{ meg
?

mojéz + xZ + k(xz - xl) == O

Nous cherchons des solutions de la forme: x; = A; cos(wt + ¢) et x, = A, cos(wt + ¢). En
posant :

moyg

on obtient alors
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{(_mo(l)z + kO + k)Al - kAz =0
(_mo(l)z + kO + k)AZ - kAl == O

Ce systéme en A, et A, admet des solutions non nulles si :

(—mow? + ko + k) —k _0
_k (_moa)z + ko + k) N
soit :
(_moa)z + kO + k)z - k2 = 0

D’ou les pulsations propres du systéme :

ko ko + 2k
wq = m—eta)2= m
0

3. Dans le mode 1, les équations différentielles donnent :

(_moa)% + kO + k)All - kA21 = 0
soit :

An
All

De méme dans le mode 2 :
(_mow% + kO + k)Alz _— kAZZ == 0
soit :

Az
i
4.a. Les solutions générales s’écrivent :
%1 = Aq; cos(wit + 1) + Ay, cos(w,t + ¢,)
X, = Aq1 cos(wqt + @) — Ay, cos(wyt + @y)

En imposant les conditions initiales : x;(0) = x,, x,(0) = 0 et x,(0) = x,(0) = 0, on obtient :
Xo
Ay = A =5 et =¢, =0
d’ou:
Xo
X, =7 [cos(w,t) + cos(w,t)]
X
X, = ?0 [cos(wt) — cos(w,t)]

4.b. Le chariot décrit un mouvement sinusoidal de période T,., modulé par un signal harmonique de
période 2T. Le phénomeéne physique observé est celui du battement, T représente le temps entre
arréts successifs, c’est donc la période de battement.
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4.c.Nous avons :

. 2T - 2T
B 0)3, ose Wosc
avec .
W, + wq
Wpg = Wy — W1, Wose = T
comme : k K kg, alors : wysc = w;.
21 k, 4% m, )
W, = = |—=>ky=—F7—=243Nm
Tosc my Tosc
De plus :
21 ko + 2k ko ko 2k
(,()B:wz_wlﬁ—: — —_— —_ 1+——1
Tg my my my ko
d’ou:
2 2w k T,
~ =k =kg——=2.02Nm™*

TB - Tosc kO TB
Partie B : Oscillations forcées

1. Les équations du mouvement s’écrivent :
{mojél + axl + k0x1 + k(x1 - xz) = F(t)
mojéz .- kon + k(xz - xl) = O

2. Les équations aux vitesses s’écrivent :
: .+.+o.+k(. 0) = F (D)
MoWX, +axy +—x; + — (X1 — Xp) =
JMoWXxy 1 o 1 o 1 2
. . 0. . .
MowX, + —X; +— (X, —x1) =0
JMoWXx3 o 2 ]a)( 2 1)
L’analogie force tension permet d’écrire :

oo . 1.

jLowiq + Riy +ml1 +jC_(U
: 1. .
iz +jC—w(lz—l1) =0

(iy —ip) = e(t)
N 1
JjLowi, +m

avec .

1 1
F(t) © e(t), x,(t) © iy (b), %) @ i, (t),a ©R,my & Ly, ky & C etk & C
0
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3. Le circuit électrique équivalent :

Ly

4. Les équations aux vitesses en notation complexe s’écrivent :
( +j +k°+k)' ‘s F(t)
a mow X1 ——Xy =
JMmo I 1 jw 2

(. +k0+k). k'—o
L jmyw @ Xog ——X1 =

jw
Les 2 équations nous permettent de trouver :

F (ko + k - mo(l)z)z 4 kZ
Ze =—=a+ ~
Xy Jjw(ky + k — mow?)

5. Le systéme est excité a la pulsation w = / (ko + k)/m,

a. L’impédance d’entrée Z, est infinie, la vitesse x, s’annule. Le chariot est immobile. La pulsation :

ko+k
my

w =

est une pulsation d’antirésonance.
Des équations aux vitesses nous calculons x, :

j . 4
50 =~ L2 F@©) = R l72)

b. Par analogie, le courant i; s’annule, nous avons un circuit bouchon.

Circuit bouchon
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Examen Final Physique 4, Septembre 2019 (ENSTP)
Licence L2-ST

Durée 1h40

Exercice 1

Partie A

On considére un tuyau (1) de longueur semi-infinie et de section S; raccordé en x = 0 a un tuyau (2)
semi-infini de section S, > S, (figure 1a). A gauche (x < 0), le milieu 1 est caractérisé par une masse
volumique p, et une vitesse de propagation v,; a droite (x > 0), le milieu 2 est caractérisé par une masse
volumique p, et une vitesse de propagation v,. Une onde de pression incidente, venant de la gauche, de
pulsation w et d’amplitude complexe A, se propage le long des x croissants.

A A
(p1,v1) (p2,v2) Tuyau ouvert
SZ SZ
S A B A B
(py,v1) 1 «— b1 g «—B; /
P11 (p2,v2) A 5 1 A >
A 4 A 4 2
A 4 A 4
I > X I > X
x=0 x=0
Figure la Figure 1b
1. Ecrire, en fonction des coefficients de réflexion r et de transmission t en pression, les expressions des
ondes de pression p, (x,t) et p,(x,t) respectivement dans les tuyaux (1) et (2). En déduire les
expressions respectives des vitesses particulaires u, (x, t) et u,(x, t).
2. Ecrire les équations de continuité en x = 0 pour la pression acoustique et pour le débit volumique.
3. En déduire les expressions de r et t en fonction de p,; v4; S1; pa; vy €L S,.
4. Déterminer les coefficients de réflexion R et de transmission T en énergie. Quelle est la relation qui
lie ces deux coefficients ?
Partie B

Le tuyau (2) amaintenant une longueur fini L et est ouvert a ’extérieur en x = L (Figure 1b). On désigne
par A; et B; (i = 1, 2)les amplitudes des ondes incidente et réfléchie dans chacun des deux tuyaux.

1.

Donner en notation complexe les expressions des ondes de pression acoustique p; (x,t) et p,(x,t)
dans les tuyaux (1) et (2) respectivement.

En écrivant la condition aux limites en x = L, déterminer la relation entre B, et A,.

Montrer que I’impédance acoustique du tuyau (2) en x = 0 s’écrit sous la forme :

.P2V> wL
Z,(0) =j tan (—)
2 Sz U2
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4. En notant Z; I'impédance caractéristique du tuyau (1), donner, en fonction de Z,(0) et Z;, le
coefficient de réflexion r en pressionen x = 0.
5. Trouver la plus petite longueur L du tuyau (2) permettant d’obtenir un ventre de pression en x = 0.

Exercice 2

L’espace étant rapporté a un triédre direct (éx, €y, 52), on considere une onde électromagnetique plane
progressive sinusoidale de longueur d’onde A = 51077 m qui se propage dans le vide de perméabilité

magnétique y, et de permittivité diélectrique &,: L onde est décrite par un vecteur champ électrique E
dont les composantes sont donneées par :

E, = Eycos(wt — kz)
E =1E, = E, sin(wt — kz)
0

1. Quelle est
a. La direction de propagation de 1’onde ?
b. L’équation du plan d’onde passant par le point ?
c. La fréquence de I’onde.
d. La polarisation de 1’onde.

2. Déterminer I’expression du champ magnétique B de I’onde puis représenter en un point M de ’espace
les trois vecteurs E , B et k en y indiguant clairement la direction et le sens de chaque vecteur.

3. Exprimer le vecteur de Poynting ® de cette onde. Quelle est la valeur moyenne de son module dans
le temps ?

4. Sachant que intensité de ’onde vaut I = 0.1 W m™2, calculer la valeur de E,.
Ondonne: u0 = 47 100" Hm tetc=3108ms™1.
Exercice 3

On considére une corde homogene de longueur L et de mase linéique u tendue horizontalement suivant
un axe Ox avec une tension T,. La corde est libre a son extrémité A (x = L) et est reliée a son autre
extrémité 0 (x = 0) a un vibreur qui impose un déplacement transversal harmonique de la forme
y(0,t) = a e/®t (Figure 2). L’onde incidente y;(x,t) émise par le vibreur se propage le long des x
croissants et se refléchit en A.

y(0,) = a el®t 1 Libre

v

Figure 2
1. Ecrire ’expression de I’onde résultante y(x, t) en un point d’abscisse X de la corde a I’instant ¢.

2. En tenant compte des conditions aux limites, montrer qu’il s’établit le long de la corde un systéme
d’ondes stationnaires d’amplitude :
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cos[k(L — x)]

Alx) =a cos(kL)

Sachant que f = 20 Hz et a = 1 cm, déterminer I’amplitude et les positions des nceuds et des
ventres de vibration.
T, et L étant maintenus constants, pour quelles fréquences obtient-on le phénoméne de résonance ?

Ondonne:L = 1m,p = 0.025kgm™tetT, = 2.5N:
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Solution

Exercice 1
Partie A

1. L’onde de pression dans le tuyau (1)
pl(x' t) — Aej(wt—klx) + Bej(a)t+k1x) — Aejwt(e—jklx + T‘ejklx)
B représente I’amplitude de 1’onde réfléchie, r le coefficient de réflexion en pression et k; le module

du vecteur d’onde dans le milieu (1) :
B W
r = Z, kl = U_l
De méme, I’onde de pression dans le tuyau (2) s’écrit :
D2 (x, t) — Cej(wt—kzx) - tAej((Uf—kzx)
C représente I’amplitude de 1’onde transmise, t le coefficient de transmission en pression et k, le
module du vecteur d’onde dans le milieu (2) :

r=Cp, 2
_Al Z_Uz

Les vitesses de particules associées a p, (x, t) et p,(x, t) sont respectivement :

ejwt(e—jklx _ Tejklx)

111 (x, t) =
P17V
et

U, (x,t) = e (@t—k;x)

P2V3
2. Les conditions au niveau de la frontiere x = 0 :
p1(0,t) =p,(0,t) > 1+r=t
La continuité du débit volumiqueen x =0 :

S,1,(0,8) = S,115(0, t) 51 (1-7) 52,
u,(0,t) = S,u,(0,t) = —-7)=
|\ 272 101 P23
3. A partir des conditions précédentes, nous obtenons :
P2V2 _ P11
_ S5 S1
"= vy 4 P22
S1 S2
et
P2V;
_ T,
2N
s; TS,
4. Les coefficients de réflexion et de transmission en énergie sont définis :
P, P
R Y
(P:) (P:)

(P;), (P-) et (P;) représentent respectivement les puissances moyennes des ondes incidente, réfléchie
et transmise.

Py =12 g2 py =1 ey = 222 (ray?
' _2,01171 T _2P1V1 ’ S _2/32172
Nous obtenons :
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(Pe) S1
R = TZ,T = @ M tz
S2
On pose
7, = P;fl etZ, = Pg’jz
Cela simplifie les expressions :
Zy, —Z1\° 47,7,
k= (21 +Zz) T (Z+ Z,)?
Nous constatons aisément que :
R+T=

Partie B
1. Les ondes de pression dans les tuyau (1) et (2) sont respectivement :

p1(x,t) = Ae/(@t=kix) 4 peilwt+ksx)

et
p,(x,t) = Cel(@t=kaX) 4 pei(@itkaX)

2. Le tuyau étant ouvert en x = L, nous avons :

D .
P2(lyt) =0 === _p-2jkal

3. L’impédance acoustique dans le tuyau (2) s’€crit :

p2(x,t) Ce JkaX 4 pelkax

Z = = - .
2(%) S,y (x, t) Z Ce=Jkax — Deikax
d’ou:

D

C+D I+7
C—D D
-7

Z,(0) = Z,

La condition en x = L, permet de trouver :

_ p-2ikal
Z,(0) = sz = jZ,tg(k,L)

qui s’écrit :

.P2V2 (‘UL)
Z,(0) = tg|—
2(0) = S, g vy
4. Le coefficient de réflexionen x = 0 est :
L _O-2
Z,(0) + Z;

avec .
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P17V
7. =

5. Un ventre de pression implique un nceud de vitesse en x = 0, dansce casr = 1, Z,(0) — oo,
d’ou:
tg(k,L) — o
Cette condition est satisfaite si :

s Ay
k,L = (2n+ 1)§:> L=02n+ DZ
La plus petite longueur qui permet d’obtenir un ventre de pression en x = 0 est :
Az

L
4

Exercice 2

1. a. L’onde se propage dans le sens des z croissants, le vecteur d’onde est :

-

E = kéz = ?ez
b. I’équation du plan d’onde passant par le point A est z = 4, plan perpendiculaire au vecteur d’onde.

c. La fréquence de I’onde est :

f=-=610"Hz

>0

d. Nous avons :
EZ + E; = E§
L’équation est celle d’un cercle. De plus, on a :

At=0,E(0,0)=(0)
0

0
At=T/4 E(0,t) = (EO)
0
La polarisation est donc circulaire gauche.

2. L’onde est plane sinusoidale

L kxE 1. R 4
B=——=-&xX (Exéy + Eyé,)
nous trouvons :
=4 1 - -
B = E( Eye, + Exey)

qui s’écrit :

- EO . > -
B = — [ sin(wt — kz) &, + cos(wt — kz) &,

A
y . i A
B E é,
e, ~
k €x
Y .
C./ X
O
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Le vecteur de Poynting R est :

. ExB EZ,
R = =—e
Ho HoC
La valeur moyenne du module est :
E§
(R) =—
HoC
L’intensité de 1’onde est :
E§
[ =(R)=—
HoC

On en déduit I’amplitude E :

Ey=+Jpuocl =614V m™1

Exercice 3

1. L’onde résultante est :

y(x, t) — Aej(wt—kx) + Bej(a)t+kx)
A et B sont les amplitudes des ondes incidente et réfléchie.
La conditionen x = 0 est :

A4+ B =a
De méme la condition en x = L est :
0 . .
—To—y = 0= Ae /¥ — BeJkL = 0
0xly=p
d’ou:
B ;
_ — p—2JkL
2 e

A partir des deux conditions :
a a

— eJkL
1+ ekl 2cos(kL)

B
A (1 + Z) =a=>A=
L’équation d’onde peut s’écrire :
y(x, 1) = Aeiot [e—jkx n %ejkx] — #(kll)eﬂd[e—jkx + efkG-2D)]grot
qui s’écrit sous la forme :
acos[k(L — x)]
cos(kL)
La corde est le sicge d’ondes stationnaires d’amplitude :

a cos[k(L — x)]
cos(kL)
Les nceuds sont les points d’amplitude nulle A(x,) = 0. Leurs positions sont telles que :

cos[k(L—x)] =0

jwt

y(x,t) =

Alx) =

soit :
A
Xn, =L—(2n+1)Z n=0,1,2..)

De méme I’amplitude des ventres est :
a

Aln) = % cos(kL)
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Leurs positions sont données par : cos[k(L — x)] = +1.
soit :

A
x;lzL—nE n=0,1,2...)

Application numérique :

Les positions des nceuds sont :
X, = 0.125m,0.625m,0.375m, 0.125 m.
Les positions des ventres sont :
x;, = 0.25m,0.50 m,0.75m, 1 m.
La résonance est obtenue lorsque I’amplitude du ventre est infinie, soit :

cos(kL) =0= f, = (2n+ 1)% n=012,..)

fr représente les fréquences de résonance.
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Examen Final Physique 4, MAI 2021 (ENST)
Licence L2-ST

Durée 2h00

Exercice 1

Partie A

Une corde infinie de masse linéique p est soumise a une tension T, SUPpOsée constante et trés grande
devant son poids. Une onde de pulsation w arrive de —oo et progresse dans la direction des x positifs. On
étudie les petits déplacements y(x, t) de la corde.

1.

3.

Donner 1’équation régissant 1’évolution du déplacement des particules y(x, t). Comment appelle-t-on
cette équation ?

Donner I’expression de y(x,t) et déterminer I’impédance de la corde Z(x). Calculer sa valeur
numeérique, sachant que la corde est en cuivre, de diametre d = 0.4 mm et de masse volumique p =
8900 kg m~3. On donne aussi : T, = 10 N.

Calculer numériquement la vitesse de propagation de I’onde.

Partie B

Une corde de longueur L = 50 cm est tendue
entre deux points fixes, A (d’abscisse x4 = 0)
et B (d’abscisse x5 = L). Sa masse linéique est
u =10 gm™1 et sa tension est T,. On observe
dans la corde wune onde transversale,
harmonique, stationnaire de fréquence f =
500 Hz. La corde prend 1’aspect de la figure ci-
contre.

1.

Ecrire 1’expression de 1’onde y(x,t) sous la forme d’une superposition de deux termes. Donner le
sens physique de chaque terme.

En utilisant la condition, en x = 0, montrer que 1’onde s’écrit sous la forme du produit de deux
fonctions que 1’on explicitera.

A partir de la forme de la corde, donner la relation entre k et L. On écrira y(x, t) en fonction de x, t,
w, L et son amplitude A.

Expliquer le sens des mots transversale, harmonique et stationnaire.

Représenter la forme de la corde a divers instants. Expliquer pourquoi la corde prend ’aspect de la
figure précédente (figure ci-dessus).

Déterminer numériquement la longueur d’onde A, la vitesse V des ondes de la corde et la tension de
la corde Ty,
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Partie C

On se propose maintenant d’étudier la réflexion et transmission entre deux cordes homogénes, semi
infinies, en jonction en x = 0. Les deux cordes sont maintenues horizontalement par une tension T, =
10 N. La premiére corde est en cuivre, sa masse volumique est p; = 8900 kg m~3 et son diamétre d =
0.4 mm, la seconde est en Aluminium, sa masse volumique est p, = 2700 kg m~3 et son diamétre d =
0.4 mm (Figure ci-dessous). Une onde sinusoidale, que 1I’on notera y, (x, t), d’amplitude A et de pulsation
w Se propage dans le sens des x croissants le long de la premiere corde (x < 0). Au niveau de la jonction,
une onde régressive dans la corde (1) est créée, dont I’amplitude est B, elle sera notée y, (x,t) (x < 0).
Une 2™ onde, notée y,(x, t), progressive dans la corde (2) est engendrée (x > 0). Son amplitude est C.

e o ——
TOr M1 TO! Ho

=00

1. Donner les expressions des différentes contributions, que 1’on notera y, (x, t), y, (x, t) et y.(x, t). Que
représente chaque terme ?

2. Donner les expressions des ondes résultantes y; (x, t) (dans la corde 1) et y,(x, t) (dans la deuxieme
corde).

3. En utilisant les conditions en x = 0, déterminer en fonction des impédances caractéristiques Z, et Z,,
les expressions des coefficients de réflexion R et de transmission T en amplitudes. Calculer
numériquement ces coefficients.

4. On définit les densités linéiques des énergies cinétique et potentielle de I’onde comme suit :

- _” [at]
iy’
o -n2]
P27 % ox
La densit¢ d’énergie totale est : &, = E. + &,,.
a. Déterminer les expressions des densités d’énergies cinétiques et potentielles des ondes

Ya(x, t), yp(x,t) et y.(x,t). On les notera E., et E,, pour I'onde y,, . et €, pour 'onde
yp etenfin . et £, pour I'onde y,.

b. Calculer les densités d’énergies totales E;,, ., et E;. associées respectivement aux ondes
ya(x' t), yb(x' t) et yc(x: t)-

c. On définiten x = 0 les coefficients de réflexion ay et de transmission a en énergie par :
Q= Etp ot o = vy Egc
R — ¢ T — ¢
. gta . U gta
Calculer en fonction de Z; et Z, les expressions de ay et ar.

d. Calculer numériquement ay et a;. Que peut-on dire a partir de ces rapports ?
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Exercice 2

Soit une onde acoustique plane qui se propage dans I'eau avec une vitesse de 1500ms~1 dans le sens des
x croissants. La fréquence de l'onde est égale a 24 kHz. On suppose connaitre la variation de la masse
volumique :

p(x, t)=A4A eJ (wt—kx)
1. Rappeler I’équation de propagation de 1’onde. Calculer numériquement sa longueur d’onde A.

2. Donner la relation qu’il y a entre la variation de masse volumique p(x, t) et la vitesse des particules
u(x,t). Comment appelle-t-on cette relation ? Calculer la vitesse des particules u(x,t) et le
déplacement des particules u(x, t).

3. Donner la relation qu’il y a entre la vitesse des particules u(x,t) et la pression p(x,t). Comment
appelle-t-on cette relation ? Calculer p(x, t).

4. Calculer I'impédance acoustique de I’eau sachant que sa masse volumique est p, = 103 kg m™3.

5. Déterminer I’amplitude A, sachant que I’amplitude du déplacement est égale a 0.2 um.
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Solution

Exercice 1

Partie A

1. L’équation est dans le cas des faibles amplitudes :
0%y 1 0%y
d0x? v?dt?
v représente la vitesse de propagation de 1’onde.

=0

To
U

L’équation donnant 1’évolution de y(x, t) est I’équation d’onde de d’Alembert.
2. Le déplacement est :

v =

y(x, £) = Al @tk

63/
F(x,t) — oﬁ kTo T0
VA = = T,
D =360 " 3G - w KTy

Z(x) = Z, = \[uTy = \[pST, = /pn—TO

Z.=0.11 kgs?!
T,
v= [2=09455mst
/,u

y(x,t) = Ae/(@t=kx) 4 peiwttkx)

3. Lavitesse de propagation est :

Partie B

1. L’expression est :

Le premier terme représente une onde progressive, le second une onde régressive. Les deux termes
représentent des ondes plane sinusoidales.

2. Laconditionenx =0
y(0,) =0=A4A+B=0

En reportant dans 1’expression de y(x, t) :
y(x,t) = AeJt[e™Ik* — Jkx] = —2jA sin(kx) e/t

3. L’onde présente deux fuseaux, nous avons donc :
L=1=1=T
= 1 = —_
k

D’ou ;
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Le déplacement des particules devient :

2mx\ .
y(x,t) = —2jAsin (T) e/ ¥t

4. Transversale : Ladirection de vibration des particules est perpendiculaire a la direction de propagation
de I’onde (comparer a onde longitudinale).

Harmonique : 1’onde est sinusoidale.

Stationnaire : tous les points de la corde vibrent en phase ou en opposition de phase (comparer a onde
progressive). La fonction d’onde est le produit de deux fonctions a variables indépendantes,
L’amplitude n’est plus une constante, elle dépend de la position de x. De plus I’onde stationnaire ne
propage plus 1’énergie.

5. La figure ci-contre represente la forme de la corde aux
instants t, = nT/16 pourn=0, 1, ..., 15. La période AMB
T =1/f = 0.002 ms est trés petite devant le temps de
persistance des images rétiniennes. La corde apparait
comme la superposition de toutes les positions de la corde

6. A=L=50cm, V=A1/T=250ms"t, V=4\T,/u
donne T, = uV? = 625 N.

Partie C
1. Les expressions de chaque contribution :
L’onde incidente en x = 0 est y,(x,t) = Ael(@t=Fk10),
L’onde réfléchie en x = 0 est y, (x,t) = Bel (@t+kax),
L’onde transmise en x = 0 est y,(x, t) = Cel(@t=k22),
2. L’onde résultante dans la corde (1) est la superposition de 1’onde incidente et réfléchie :
y1(x, ) = y,(x, t) + vy (x, ) = Ae/(@t=K1x) 4 peilwt+tkix)
Dans la corde (2) nous avons une onde transmise :
y2(x,t) = y(x,t) = Cel @k
3. Lacontinuité du déplacement donne :
y:(0,t) =y,(0,t) =>A+B=C
ou bien

1+R=T 1)
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Le principe fondamental de la dynamique en x = 0, donne :

Y1 9y,

—T,— =—Ty— = jwZ,(A—B) =jwZ,C
055 o 055 o jwZ, ( ) =jwZ,

Qui s’écrit sous la forme :

Z(1-R) = Z,T (2)
A partir des relations (1) et (2), nous avons :
Zy—7Z 2Z
R = 1 2 et — 1
Z1+Z, Z1+ Z,

Nous avons Zl = WIﬂlTO =0.11 kg 5_1, Zz = 1/:“2’110 = 0.06 kg S_l.
R =0.29,T =1.29
4. En partant des définitions

a. Ladensité d’énergie cinétique est

1 2 22 2
Eca = SHw A?[cos(wt — kqx)]
L 2, 1 2 42 2
Epa = ETokl [cos(wt — kyx)]* = S A¢[cos(wt — k1x)]* = &4

De la méme maniére, nous trouvons :

1
Ecp = = pyw?B?[cos(wt + k;x)]?

2
1 1
Epp = ETokaz[cos(wt + k)] = E,ulszz[cos(wt + kix)]? = &y
Pour I’onde réfléchie.
1

Eee = EuzwzCz[cos(wt —k,x)]?

1 1
B, = ETokgCZ[cos(a)t —k,x)]? = E,uza)zCz[cos(a)t — k%)% = &,

b. Les densités d’énergies totales sont :
Eta = Eca + Epa = 2604 = pw?A*[cos(wt — k1x)]?
Pour I’onde (a).
Ew = Ep + Epp = 2Ep = pyw?B*[cos(wt + k1x)]?
Pour I’onde (b).
Ete = Ece + Epe = 2Ec = Ppw?C?[cos(wt — kyx)]?
Pour I’onde (c).

c. Le calcul donne :

Ewp B2
T &, A2
_ ke 1k _Z,,
v &g A2 Zy

agr =R2

AT

d. Nous obtenons :
ap = 0.08 et ay = 0.92
La somme ap + ar = 1, cela traduit la conservation d’énergie.
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Exercice 2
1. L’équation d’onde est :
0% _10% _
0x2 v2otz
v représente la vitesse de propagation de 1’onde.

p la fonction d’onde masse volumique.

v 1500

2410

=6.25cm

2. Larelation entre la masse volumique p et la vitesse des particules est :

dp ou

Cette relation est appelée équation de continuité ou de conservation de masse.

po représente la masse volumique a 1’équilibre.

ou jw ou jo .
_——— :}—:——A ](wt_kx)
0x Po P ox Po ¢

Nous trouvons :

u(x, t) = 2 peltwt-kx)

Po
Ainsi le déplacement des particules est :
v .
u(x, t) = —— AeJ (@t—kx)
JwPo
3. Larelation entre p(x, t) et w(x, t) est:
dp ou
_ — =0
ax TP

Cette relation est appelée équation de 1’hydrodynamique.

dp .
= 1 = —jwvdel (@t—kx)
i Jwpel JjwvAe

La surpression est :
p(x,t) = Av?el(@t=kx)

4. L’impédance acoustique est définie par :
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p(t) _

Z(x) = w(x, D) PoV

Z(x) est une constante que 1’on note Z, et qu’on appelle I’impédance caractéristique.

Z. = 1.5 10° Rayleigh
5. L’amplitude du déplacement des particules

v W 21
Uy = —— A= A= Pou0= fpouo
WPy v v

Nous trouvons :

A=0.02kgm3
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Sujet du concours national d’accés aux écoles supérieurs

2020-2021
Durée 1h15
Exercice 1

Le systeme de la figure ci-dessous est constitué d’un cylindre homogéne de masse M de rayon R, pouvant
rouler sans glisser sur un plan horizontal. 1l est relié, en son centre 0, a une masse m; par I’intermédiaire
d’un ressort de raideur k,. Cette masse m; est reliée a un bati fixe (B) par I’intermédiaire d’un ressort de
raideur k, et d’un amortisseur de coefficient de frottement visqueux a. Une force sinusoidale d’amplitude
F, et de pulsation w agit sur la masse m, (F(t) = Foef“’t). On désigne par x; et x, respectivement les
déplacements de la masse m, et du centre du cylindre O.

F(t)

Figure 1

1. Déterminer 1’énergie cinétique T, potentielle U, la fonction de dissipation D et le Lagrangien du
systéme.

Etablir les équations différentielles du mouvement en x; et x,.
Danslecasoum, = %M = metk, = k, = k, donner les équations intégro-différentielles en fonction
des vitesses.

4. En utilisant ’analogie force tension, donner les équations intégro-differentielles qui régissent le
systeme électrique analogue au systeme mécanique étudié. On précisera la correspondance entre les
éléments électriques et mécaniques.

5. Représenter le schéma électrique équivalent au systéeme mécanique.
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Exercice 2

On considére une corde de longueur L et de masse linéique u tendue horizontalement avec une tension
constante T. Son extrémité O est libre en x = 0, alors qu’en x = L la corde est reliée a un ressort de
raideur b. On désigne par u(x,t) le déplacement transversal des particules dans le cas des faibles
amplitudes.

Libre

’ '///{///
|
I I
0 L
Figure 2

v
=

1. Ecrire le déplacement u(x, t) sous la forme d’une somme de deux termes. Donner la signification
physique de chaque terme.

2. En tenant compte de la condition au niveau de la frontiére x = 0, montrer que u(x,t) = f(x) g(t),
ou f(x) et g(t) sont des fonctions que 1’on explicitera. Comment appelle-t-on I’onde résultante ?

3. Enécrivant la condition au niveau de la frontiére x = L, montrer que 1’équation aux pulsations propres

s’écrit sous la forme :
wlL A
9(5) =)
C est une constante que 1’on précisera.
4. Déterminer les trois premiéres pulsations dans le cas ou % — 0.

Exercice 3

Dans le vide, en absences de charges et de courants (p =0,]= 6), une onde électromagnétique plane,
sinusoidale, progressive de pulsation w et d’amplitude H,, est caractérisée par son excitation magnétique :

H = H, cos(wt — ky) &,

1. Quelle est la nature de polarisation et la direction de propagation de cette onde.
2. Calculer le champ électrique E associé a cette onde. En déduire sa polarisation.
3. Calculer le vecteur de Poynting R de cette onde. En déduire sa valeur moyenne dans le temps.
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Solution

Exercice 1

1. Calcul des différentes fonctions
e Energie cinéetique
1,11
T = Tml + TM = Emlxl +§MUO +§]00
Avec :
MR?
Jo=—7—,x, = RO
2
D’ou:
1 - 3 2
T = E(m1x1 + EMXZ)
e Energie potentielle :

1
U= P [k1x? + ko (o — x1)?]
e Fonction de dissipation :
1
D= Eax1

e Lagrangien du systeme :

1 2 S 2 2
L =T—U=§(m1x1 +§Mx2 — kyxi — ky(xy — xq) )

2. Les équations de Lagrange :

idt 0%, | 9%, 9x;  0xs

(d oL oD oJL oW

d oL JL
dtox, 0x,
W représente le travail de la force d’excitation.

W=Fx1

mljc.l + axl + k1x1 + kZ(xl — xZ) = F(t)
3
{ EMjéz‘l‘kz(xz_xl):O

3. Dans le cas ol

Les équations s’écrivent :
{mjc'l + axl + kx1 + k(x1 - xZ) = F(t)
mi, + k(x, —x;) =0
Les equations intégro-différentielles :
dx

M

dx,
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L’analogie force tension :
F(t) @ e(t),x, & i, x, & iy

1
m(:)L,k(:)E,a(:)R

e(t) représente la force électromotrice.
i, et i, sont les courants électriques.

L I’'inductance de la bobine.

C la capacité du condensateur.

R la résistance électrique.

R 1.
(Ld—t'i‘Rll'i‘Eflldt'{'_f(ll_lZ)dt:e(t)
di
L—2+ f(lz i1))dt =0

Les équations électriques permettent d’ etabllr le schéma électrique équivalent au systeme mécanique :
C

||
1 iy

R L

e(t) c —— L

Exercice 2

1.

Le déplacement u(x, t) s écrit :
u(x, t) = Ae/wt=kx) 4 pejlwttkx)

Avec :
w
k=—
v
k représente le module du vecteur d’onde et v la vitesse de propagation. Le premier terme d’amplitude
A corresponds a 1’onde progressive et le second d’amplitude B a I’onde régressive.

Conditionenx =0

=0

x=0

FO0,0) =T~

Ce qui donne :
A=B
En tenant compte de ce resultat :
u(x, t) = Aef“t[e k> + e/k*| = 24 cos(kx) e/t
Avec f(x) = 2A cos(kx) et g(t) = e/®t.
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3. Enappliquant le principe fondamental de la dynamiqueen x = L :

F(L,t)+F, =0
ﬁ(L, t) est a tension exercee par la corde.
ﬁb représente la force de rappel du ressort.

La projection suivant Oy donne :

Ju
-T— —bu(L,t) =0
Oxly=y
Ce qui donne :
2kTA sin(kL) e/®t = 2A4b cos(kL) e/®t
Soit :
ta(kl) = 2 = ¢ (“’L>— v
g kT I\ )= wL
v
Avec :
_bL
T
Dans le cas ou bT—L — 0, cela revient a remplacer le ressort par une tige rigide (b — o).
. (wL)
— ] — 00
g 1%

Les pulsations propres sont données par :
v
= (2 1)— eEN
o=@+ Doy mEN)

Ainsi les trois premiéres pulsations propres sont données par :

Y47 3nv S5mv
— etws =

“1 =52 2L

Exercice 3

1. L’onde se propage dans le sens des y croissants, le vecteur d’onde est :

- w
=—e
c y

Le champ électrique associé est :

E = poc H x éy, = —oc Hy cos(wt — ky) é,

Le champ E est polarisé rectilignement suivant I’axe Ox.
Le vecteur de Poynting est donné par :

—

R =E x H = pyc H [cos(wt — ky)]? &,
Sa valeur moyenne dans le temps est :

o1 ” -
(R) = EHOC Hg e,
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Sujet du concours national d’accés aux écoles supérieurs

2019-2020
Durée 2h

Exercice 1

On considére le dispositif mécanique représenté par la figure 1. La tige de longueur 2¢ et de masse M
oscille dans un plan vertical autour d’un axe fixe qui passe par son extrémité 0. Son centre G est relié a
un bati fixe (B,) par I’intermédiaire d’un ressort k;. Un amortisseur relie le point A au méme béati B,

(01=5).

A I’équilibre, la tige est horizontale. Son déplacement par rapport a sa position d’équilibre est repéré par
I’angle 6.

Le moment d’inertie de la tige par rapport a O est :

4 2
]o = §M‘€

e e o M N o o o o o o o o M T o T T T T T W T W W W W W . B]

OA—g 0G=1+¢
=3 =

Figure 1

1. Enson extrémité, la tige est soumise a une force excitatrice sinusoidale d’amplitude F,, et de pulsation

w (F(£) = Fpe’®?). La force est tangentielle au déplacement & chaque instant ¢.

a. Déterminer les énergies cinétique T et potentielle U, la fonction de dissipation du systéme D ainsi
que le Lagrangien du systéme L.
Etablir ’équation différentielle du mouvement en fonction de 6.
En utilisant la représentation complexe, chercher I’expression de la solution 6(t) en régime
permanent. Préciser son amplitude A et sa phase ¢.
Déterminer la pulsation de résonance.
Représentez ’allure de I’amplitude A(w) en précisant la position de la pulsation de résonance et
de la bande passante.
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2. On supprime la force excitatrice et I’amortisseur. On accroche a 1’extrémité de la tige un ressort de
raideur k, qui supporte une masse m (Figure 2). Le déplacement de cette masse par rapport a sa
position d’équilibre est noté x,.

Figure 2

a. Déterminer le Lagrangien du systeme en fonction de x; et x,.
Etablir les équations différentielles du mouvement.
Trouver les pulsations propres du systeme w; et w,. On prendra :

3
M=Zm,k1=k2=k

d. Quelle est la forme des solutions générales x; (t) et x,(t).
Exercice 2

On considére une corde de guitare de longueur L, tendue avec une tension T = 20.50 N et fixée a ses
extrémités en x = 0 et x = L. L’élongation verticale u(x, t) de la corde, initialement écartée par rapport
a sa position d’équilibre, s’€crit :

u(x, t) = u,, cos(kx + ) cos(wt + @)

1. En utilisant la condition au niveau de la frontiere x = 0, déterminer vy et simplifier I’expression de
u(x, t).

2. En utilisant la condition au niveau de la frontiére x = L, montrer que seules certaines fréquences f;,
sont permises.

3. Retrouvez ces fréquences a 1’aide d’un schéma détaillé (On se limitera aux trois premicres modes).

4. Sachant que la corde étudiée est cylindrique en acier, de diametre D = 0.40 mm et de masse
volumique p = 7800 kg m™3, calculer la vitesse de propagation de 1’onde.
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Exercice 3

Dans le vide en absence de charges et de courants (p =0,] = 6), une onde électromagnétique plane,
sinusoidale de pulsation w, se propage a la vitesse ¢ dans une direction % du plan xOy. En un point de
I’espace M(x,y,z) eta instant t, le champ électrique de cette onde s’écrit :

E(M) = E,el(@t-ax-by)y,

1. Donner les équations de Maxwell dans le vide (p = 0,7 = 0).

2. Que représentent les coefficient a et b ? Déterminer en fonction de a et b la longueur d’onde A.

3. Etablir I’équation d’onde pour le champ électrique E et en déduire la relation entre a, b, w et c.
Comment appelle-t-on cette relation ?

4. Exprimer le vecteur champ magnétique B de ’onde étudiée. Que peut-on dire des polarisations des
champs E et B ?

5. Calculer I'impédance caractéristique du vide Z,, définit par le rapport :

B, représente I’amplitude du champ magnétique B.
6. Déterminer les composantes du vecteur de Poynting R. Calculer la valeur moyenne de son module
(R). Que représente-t-elle ?

On donne :
g =8.85107"12Fm~tet uy = 4n1077 Hm™!
Vx (VxA)=V(V-4) -4
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Solution

Exercice 1

4. Systeme a un degré force et amorti
a. Energie cinétique :

_14aMe?
2 3
Energie potentielle
1
U = Ekl’ezgz
Fonction de dissipation
D= LE 62
2%
Travail de la force extérieure
W =F 2¢6
Le Lagrangien :
14M4? 1
— T _J] = _ 2 _ 202
L=T-U >3 0 Zklt’e

b. L’équation du mouvement :

doL aD oL _ow

496 96 06 90
; . 3F
0+ 260 + w50 = ——

2M¢
3a 3k,
*=3m = [am
c. La solution de ce systéme s’écrit :
La force s’écrit : F(t) = Fyel®t.
La solution du régime permanent est : 6(t) = Ae/(@t+®),
Avec :

3F,
2M4

- V(g — w?)? + 4822
Arct 26w
= —Arctg| 5——
¢ g wé — w?
d. Larésonance correspond a une amplitude maximale :

dA »
%=0=>wr= w0—262
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e. L’allure de la courbe :

A(rd),

5. Systeme a deux degrés, libre et non amorti
a. Le Lagrangien du systeme :

Les énergies cinétique et potentielle du systéeme

igh N4V N1 Y,
T = §§Mx12 + me% L Em(xf + x3)
1 1

U = Ekle + Ekz(Xz - 2x1)2

Le Lagrangien du systeme est :

114 : 1
x = §[§fo + mx%] B E[klxlz + ko (oxp — 2x1)?]

b. Les équations différentielles du mouvement sont :

d oL oL
dtox, ox,
d oL oL
dtox, ox,

4
{ngl + (kl + 4-k2)x1 - 2k2X2 = O

mjc.z + kaZ - 2k2x1 =0

c. Sachant que

3
M=om k=l =k

Ona

{mjél + 5kx1 - kaz =0
mjéz + ka - kal =0
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Les solutions du systeme libre s’écrivent :

{xl = Alej(wt+(p) {xl = _(szl

xZ = Aze](wt+(p) xZ = —wzxz

Le systéme d’équation devient :

{(Sk —mw?)x; — 2kx, =0

(k —mw?)x, —2kx; =0

Ce systeme admet des solutions non triviales si et seulement si le déterminant est nul :
(5k —mw?)(k — mw?) —4k? =0

Ou bien
m2w* — 6kmw? + k> =0
Le discriminant est :
A= 32k?*m?

rwl: /(3—2\/5)\/%
(@2 = /(3+2\/E)j%

d. Laforme des solutions générales de x,(t) et x,(t) est :

{xl(t) = A;q cos(wqt + @) + Ay, cos(w,t + @5)
X, (t) = A,y cos(wqit + @) + Ay, cos(wyt + @,)

Les pulsations propres sont :

Exercice 2

1. Le déplacement est nul en x = 0 (la corde est fixée) :
u(0,t) = u,, cos(yp) cos(wt + @) =0
Pour que cela soit vérifié quel que soit ¢, il faut que :

cos(W)=0=>yY=02m+ 1)%

Le deplacement devient :
u(x, t) = tu,, sin(kx) cos(wt + ¢) =0
2. Lanullite du déplacement en x = L permet d’écrire :
u(L,t) = tu,, sin(kL) cos(wt + ¢) =0
Cela est Vvérifié quel que soit t, donc :
sin(kL) = 0 = k,L =nn

Sachant que :
Q) 21
kn — _nL — fn
v L
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Nous trouvons :
nv
Wy ==
"o2L
v représente la vitesse de propagation de 1’onde.

3. Ladistance entre deux nouds successifs est 1,,/2 pour le mode n, donc la longueur L est un multiple
de la demi longueur d’onde, soit :

ni,
L=—-
2
L’allure des trois premiers modes est :
; A
n=1 o 271
> X
0 L
L= 12
=2
> X
0 L
=3 L= 3/1
n= =54
> X
0 L
La longueur d’onde est liée a la fréquence
v
Ap = —
.
Ce qui donne :
_nw
fn=57
4. Lamasse linéique est :
_m _ pnD?
L 4

u=9.8010"*kgm?
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La vitesse est :

T
v= \/; =144.63m st

1. Dans le vide, en absence de toute charge et de courant, les équations de Maxwell s’écrivent :
oo o o dB
V-E=0,VXE=——
ot

e o
V'BZO,VXBzé‘O‘U()E

Exercice 3

2. a et b sont respectivement les composantes du vecteur d’onde suivant x et y.
k = ae, + be,,
€, et é, sont respectivement les vecteurs unitaires suivant x et y.
La longueur d’onde est :

/1_27'[_ 2T
kK~ VaZ t b2

3. Equation de propagation de E
Nous avons :

Vx (Vx E)=V(V-E) - AE = —AF
Comme:V-E = 0.

Alors :
Vx (VXE)=—-AE

De plus, d’aprés 1’équation de Maxwell Faraday :

- - &, - 0B o~ =
Vx(VxE)=Vx<—E>=—a(VxB)

En tenant compte de de I’équation de Maxwell Ampere :

x (FxE) = 2 (x ) o°F
T ot coto 5p2
Finalement :
2 LPE 5
c2 0tz

Cette équation aux dérivées partielles est appelée équation de d’ Alembert.

Avec :
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La relation entre a, b, w et ¢ est obtenue en injectant I’expression de E dans I’équation d’onde :

2
= W~ -
(a* +b*)E = —E
c

Ce qui permet d’écrire :

k=\/a2+b2=%

C’est la relation de dispersion.

Expression du champ magnétique B:
Dans ’approximation de I’onde plane sinusoidale :

. kxE E, .
B = = —ellwt-ax=by)(q3 4 p&. ) x U
~- (a6, +b8,) x T,
Nous obtenons :
. kxE E, .
B = = —eJlwt-ax-by)(pg — qé
S (b3, = a?,)

E est polarisé rectilignement selon z.
B est polarisé rectilignement dans le plan x0Oy.

Les deux champs sont orthogonaux E-B.
L’impédance du vide Z, :
Zy = #0& - HoC
By Va2 + b2
Vecteur de Poynting

7= EXBL B oo by))?(aé, + bé,)
= = —[cos(wt — ax — aé é
Ho How Y g Y
Le module R :
E2Va? + b? E?
R=—"——"Jcos(wt — ax — by)]? = —=[cos(wt — ax — by)]?
Ho @ HoC

La valeur moyenne (R) :

2

Eq
(R) =5
HoC

La valeur moyenne du vecteur de Poynting représente I’intensité du champ électromagnétique a
travers une surface perpendiculaire.
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Sujet du concours national d’accés aux écoles supérieurs

2018-2019
Durée 1h15

Exercice 1
Partie A

Un bloc de masse m = 25kg est monté sur un support en caoutchouc de masse
négligeable qui se comprime vers l'état d'équilibre de 6.08cm sous 1’effet de ce poids.
Sachant que ce dispositif peut étre modélisé par un systeme masse-ressort-amortisseur de
constante de raideur k et de coefficient de frottement a.

1. Calculer la constante d'élasticité k du dispositif en unité SI (g = 9.80 N kg™1).
2. Calculer la pulsation propre w, du systeme en unité (SI).

Partie B

Quand le bloc vibre librement on enregistre des oscillations amorties de la masse
avec un déplacement initial de 5 cm a partir de sa position d'équilibre (voir figure ci-dessous).

X (cm)

“ 0.5 1 15 t(s)

Déduire du graphe la pseudo-période T, de I'oscillation amortie.

Calculer D = In [%
a

Déduire des questions 1. et 2. la valeur du facteur d'amortissement § en unité (SI).

Calculer le coefficient de frottement a en unité (SI).

Calculer la pseudo-pulsation w, par deux manieres differentes en unité (SI).

On élimine I'oscillation amortie en remplacant la masse m par m,. A partir de quelle valeur de
my,, les vibrations disparaissent ?

]. Comment appelle-on cette quantité ?

ok w p P
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Exercice 2

Une onde transversale se propageant sur une corde est donnée par :
u(x, t) = V3 cos(3t — mx) + V3 cos(3t + mx)

1. Déterminer pour chaque terme, le sens de propagation, I'amplitude, la pulsation w, le
module du vecteur d'onde k et la vitesse de propagation de I'onde v.

2. Quelle est dans ce cas I ‘amplitude maximale de cette onde ?

3. Quelles sont la vitesse de vibration des particules u(x, t) et la force F(x,t) de la corde en un point
d'abscisse x pour une tension T = 0,5N ?

4. Quelles est I'impédance mécanique Z(x) de la corde au point d'abscisse x associée a
I'onde incidente (1" terme de u(x, t)) en notation complexe ?

5. Montrer que u(x,t) peut se mettre sous la forme wu(x,t)=g(x)f(t) (fonction a
variables separées). Conclure.

6. On prend les points d'abscisse x,, = n + % etX, =nounce€Z.

a. Calculer u(x,t) en x = x, puisen x = X,,.
b. Que représentent ces points sur la corde ?

On donne :
cos(a + b) =cosacosb —sinasinb

cos(a—b) = cosacosh + sinasinb
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Solution

Exercice 1

Partie A

1.

2.

Le systeme est en équilibre sur le support :

kA = mg
A? représente la déformation du support a 1’équilibre :
2598 1

La pulsation propre du systeme w, :

k
wy = \/; =12.69rds™?

Partie B

1.

La pseudo peériode T, de 1’oscillation amortie a partir du graphe :
T,=05s
Calcul de D a partir du graphe :
x(0) =5cm, x(T,) =2cm
D’ou

D=1 5—092
=lnz=0.

Cette quantité est le décrément d’ordre 1.
La valeur du facteur d’amortissement & en unité (SI)

D
D=6Ta=>6=T =1.84s71

a
Le coefficient d’amortissement a en unité Sl
(44
§=—=a=2m6 =92kgs?!
5 a m gs
Calcul de la pseudo-pulsation w, par deux manieres différentes
A partir de la pseudo-période T,

21
wg, =—=1257rd s7!
Ta
A partir de la pulsation propre et le facteur d’amortissement

w, = |wg—62=1257rds™?*

La valeur de la masse m,

On ¢élimine D’oscillation amortie en remplacant lamasse m par m,. Les vibrations amorties
disparaissent si on passe au régime d'amortissement critique ou apériodique avec la condition :
2
(04

wosdzmsﬁ=mo

Cequidonnem <m, = 0.52 kg
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Exercice 2
Une onde transversale se propageant sur une corde est donnée par :

1. Sens de propagation, I’amplitude, la pulsation w, le module du vecteur d’onde k et la vitesse de 1’onde

V.

Terme

V3 cos(3t — mx)

V3 cos(3t + mx)

Sens de propagation

Sens des x croissants

Sens des x décroissants

Amplitude V3 V3
Pulsation 3 3
Module du vecteur d’onde 1) 1)
Vitesse de I’onde 3/m 3/

2. L'amplitude maximale de I'onde est la somme des 2 amplitudes = 2+/3.
3. Lavitesse de vibration @ (x, t) :
u(x,t) = —3V3sin(3t — mx) — 3V3sin(3t + mx)
Ce qui donne
u(x,t) = —3V3[sin(3t — mx) + sin(3t + mx)] = —6v3 sin(3t) cos(mx)
La force F(x, t) de la corde en un point d'abscisse x est :

ou(x,t
F(x,t) = =T (gx ) = w3 cos(3t) sin(mx)
4. L'impédance mécanique Z(x) associé¢e a I’onde incidente
Fi(x,t)
Z(x) =
&) =%Go

Nous avons :
Fi(x,t) = —0.5 mV/3 sin(3t — mx)
u;(x,t) = —3v3sin(3t — mx)

Nous obtenons :

T
Z(X) :g

5. u(x,t) sous la forme u(x,t) = g(x)f(t)

En utilisant la relation cos(a + b) + cos(a — b) = 2 cos(a) cos(b), hous trouvons :
u(x, t) = 23 cos(3t) cos(mx)

La fonction d'onde dans ce cas peut se mettre sous la forme u(x,t) = g(x)f(t) ce qui signifie que
I'onde est plane stationnaire.
6. Calcule de u(x,t) enx = X,,, puisenx = x,.
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u(X,,t) = +2v/3 cos(3t), u(x,,t) =0
X, sont les positions des points d’amplitudes maximales (les ventres).

X, sont les positions des points d’amplitudes minimales (les nceuds).

290
N. MAGHLAOUI



ANnnexe
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Annexe A : Rappels mathématiques

e Condition de réalité

Soit 1’équation d’un oscillateur linéaire suivante :

¥+ wix =0 €N
ou w, représente un réel positif.
Cette équation différentielle est homogene, elle tolére une solution du type x = Ce™.
En injectant dans I’équation différentielle nous obtenons :

r’+wi=0=r=+iw,

La solution générale de 1’équation (1) s’écrit :

x = Ae'®ot 4 BeTi@ot (2)
ou A et B sont des constantes complexes.
La transformation trigonométrique s’écrivant :
e!@ot = cos(wyt) + isin(wyt) et e ot = cos(wyt) — i sin(wyt)

Nous obtenons en injectant dans (2) :

x = (A + B) cos(wyt) + i(A — B) sin(wyt) 3)

x est une solution physique qui doit étre donc réelle, pour cela il faudrait que A et B soient complexes
conjuguées 1’un de I’autre, ainsi :

A=a+ib et B=a-—ib
a et b sont des constantes réelles.

L’équation (3) devient :

x = 2a cos(wyt) — 2b sin(wyt) 4)
posons : u = 2a et 2b = v.

L’équation (4) s’écrit :
x = ucos(wyt) — vsin(wgyt) (5)
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soit :

u v
x = u? + v2 [\/ﬁ cos(wyt) — \/ﬁsin(a)ot)] (6)
Posons :
Uu
cos(p) = ———
vu? + v2
et:
v
sin(p) = ——
vu? + v?
d’ou

x = c[cos(¢@) cos(wyt) — sin(¢) sin(wyt)] = ¢ cos(wyt + @) @)
avec : ¢ = vu? + v?

Finalement :

x = Ae'®ot + Be~t@ot =y cos(wyt) — vsin(wyt) = c cos(wyt + @) (8)

Les trois écritures sont égale, la solution est reelle lorsque A et B sont complexes conjugées 1’un de
I’autre. Dans ce cas la solution est réelle.

On montre aussi que x = e!(@ot+9) gt soltion de 1’équation 1.

e Formules trigonométriques

sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b) 9)
sin(a — b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(bh) (10)
cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) (12)
cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b) (12)
cos?(x) = 1++s(2x) (13)
sin2(x) = 1_%5(296) (14)

a+b a—b>b
cos(a) + cos(b) =2 cos( > )cos( 5 > (15)
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cos(a) — cos(b) = —2sin (a + b) sin (a _ b) (16)

2 2
. : . (a+b a—>b
sin(a) + sin(b) = 2 sm( > ) cos ( 5 ) (17
sin(a) — sin(b) = 2 cos (a ; b) sin (a ; b) (18)
ditsin(wt) = w cos(wt) , fcos(a)t) dt = %sin(a)t) (29)
ditcos(wt) = —w sin(wt) : fsin(wt) dt = —%cos(wt) (20)

e Moyenne d’une fonction périodique

Soit f(t) une fonction périodique de t, de période T, de pulsation w = 2m/T,on définit sa moyenne
temporelle par :

1 t+T
(n =7 Fed (21)
Exemple : calculons (sin(wt));.
Nous avons :
: _ i : N 1 t+T _
(sin(wt))r = ?J; sin(wt) dt = —— [cos(wt)];™ =0
Donc :
(sin(wt))r =0 (22)
De la méme maniére, nous obtenons :
(cos(wt))r = (sin(wt) - cos(wt))r =0 (23)
(cos(nwt)); = (sin(nwt))r = 0 avec n entier > 1 (24)
D’autre part :
(cos2(wt))r = (1 + cozs(Za)t))T _ 1+ (cosZ(Zwt))T =% (25)
Finalement :
(cos?(wt))r = (sin?(@0)y = 5 (26)
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¢ Quelques relations d’analyse vectorielle

f est un champ scalaire, A et B sont des champs vectoriels.

div[grad(f)] = V- (Vf) = Af (27)

rot[grad(f)] =V x (Vf) =0 (28)

div[rot(f)] = P(Vx A) = 0 (29)

rot[rot(A)] = grad[div(4)] — A4 (30)

div[4 x B] = B[rot(4)] - A[rot(B)] (31)
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Annexe B : Compléments de mécanique

e Moments d’inertie de quelques solides

Moment d’inertie de quelques solides homogénes, par rapport a un axe A passant par leur centre de
masse.

Tige mince de masse m et de longueur ¢
A I = mé?

(A) AT
|

' (A) est un axe perpendiculaire a la tige.

Cylindre plein de masse M et de rayon R

(»)

|
> I, = SMR?
872
(A) représente 1’axe de révolution du cylindre.
]

Cylindre creux de masse M et de rayon R

@)

—' =

I, = MR?

(4A) représente ’axe de révolution du cylindre.

Disque de masse M et de rayon R

4)
1 1 )
I Iy ==MR
éi .
(A) représente 1’axe de révolution du disque.
1

Anneau de masse M et de rayon R

(d)

|
D I, = MR?
® (A) représente 1’axe de révolution de I’anneau.

Spheére pleine de masse M et de rayon R
Q)

— 2
Iy = £ MR?
(A) est un axe qui passe par le centre d’inertie de
la spheére.
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e Energie cinétique d’un solide en rotation autour d’un axe de direction fixe

Dans le cas ou le solide effectue une rotation autour d’un axe en translation, mais tout en gardant une
direction fixe (voiture : rotation d’une roue). Le théoréme de Koenig permet de déterminer 1’énergie
cinétique dans le référentiel du centre de masse G. Le mouvement est décomposé en une rotation autour
de I’axe de rotation (Ag;) et un mouvement de translation de G.

1 . 1
T =5 1507 +5 M
M est la masse du solide.

v représente la vitesse du centre de masse.

Ip, représente le moment d’inertie du solide par rapport a I’axe (Ag) passant par son centre de masse
G.

6 la vitesse angulaire de rotation.

e Energie cinétique d’un solide en rotation autour d’un axe fixe
Dans le cas particulier ou 1’axe de rotation est fixe. L’énergie peut étre calculée de deux facons :

— Théoréme d’Huygens
Dans ce cas I’énergie cinétique s’écrit :

T =162
=51
I, représente le moment d’inertie par rapport a 1’axe (A) paralléle a ’axe (Ag). D’apres le
théoréme d’Huygens

IA = IAG + Ma2
a représente la distance entre les deux axes (A) et (Az).

— Théoréme de Koenig
L’énergie cinétique s’écrit :
T ., 1
T = EIAGB +§MVG

Le moment d’inertie est exprimé par rapport a I’axe (A;) et passant par G.

Exemple 1 (rotation autour d’un axe fixe):

— En utilisant le théoréme d’Huygens
Une tige homogene de masse m et de longueur 2,
tourne autour d’un axe fixe (A) sortant et passant
par I’extrémité de la tige. (A;) est un axe paralléle
a (A) passant par son centre de masse. L’énergie
cinétique est :

1 .
T ==1,0°
2A

1
1
1
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D’aprés de théoréme d’Huygens :

T Z_m{’2+m{’2_m€2
AT 8 TMAT =TT T T T

1m€29
2 3

— En utilisant le théoréme de Koenig
Dans ce cas I’énergie cinétique est :

T = 11 6% + !
27 T2
v représente la vitesse du centre de masse. I, le moment d’inertie par rapport a I’axe Ag,

passant par son centre de masse et perpendiculaire au plan du mouvement.

mv?

_ {)9
672
Nous trouvons :
1m€2 1 m#é? 1 mé?
__02 — __02
2 12 2 4 2 3

Exemple 2 (rotation autour d’un axe de direction fixe):
Un cylindre plein, homogene, de masse M et de rayon
R roule sans glisser sur un plan horizontal. L’énergie

(M,R)

cinétique est calculée a I’aide du théoréme de Koenig.

1
= Mvé

1
T=_IA69 +2

2

15, représente son moment d’inertie par rapport a son axe de révolution (Az). v¢ la vitesse de son
centre de masse.

Dans ce cas: v; = R@

1MR2
~2 2

1 1
6% + - M(RH) ——;MR 62
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