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INTRODUCTION




Introduction

Objectifs de I'ingénieur en mécanique des structures :

Dimensionnement d’une piece mécanique ou d'un ouvrage d'art pour
qu'ils résistent aux actions extérieures permanentes et accidentelles
pendant toute la durée de vie.

@ Exemple en construction métallique

@ Ancienne

Viaduc de Garabit, Auvergne.

Gare SNCF, Aéroport Charles de Gaute.



Introduction

@ Exemples en construction bois ou en béton armé et précontraint

@ Structure industrielle en
béton armé et précontraint

i

@ Charpente traditionnelle bois
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Introduction
Exemple d'une piece mécanique
@ Arbre de turbine

Piston de moteur thermique fabriqué par impression 3D métallique (source Oerlikon)
L'ensemble de ces structures comportent des pieces élancées




Définition du dimensionnement - étapes d'un calcul de
structure

Pourquoi dimensionner une structure ?

@ Déterminer la géométrie de la structure pour assurer
1. la résistance mécanique (Etat Limite Ultime, ELU)
2. une déformation limitée (Etat Limite de Service, ELS)

@ Optimiser la structure afin de réduire les quantités de matiere et les
colits

Nécessité de faire des calculs pour prédire le comportement de la
structure et assurer sa résistance et son bon fonctionnement.
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Définition du dimensionnement - étapes d'un calcul de
structure

Comment dimensionner une structure ?

@ Définition d'un cahier des charges spécifiant :
1. la géométrie globale de la structure
2. les charges extérieures (permanentes, accidentelles, climatiques
(neige et vent)...)
3. le choix d'un matériau et identification de son comportement
@ Modélisation de la structure :
1. définir les variables caractérisants |'état de la structure (contraintes
internes, déplacements, déformations...)
2. écrire des relations reliant ces variables (équations d'équilibre...)

@ Résolution analytique ou numérique des équations du modele

o Vérification de la tenue de la structure

1. déplacement et déformation limitées (Etat limite de service),
2. contraintes internes inférieures aux contraintes maximale de
résistance du matériau (Etat limite ultime)

e



Modélisation - MMC - Résistance des matériaux

@ Le calcul de structures s'accompagne donc toujours d'une
modélisation définissant les variables qui décrivent le systeme et les
équations qui les relient.

@ Le résistance des matériaux s'appuie sur une théorie plus générale, la
mécanique des milieux continus (MMC), qui permet de décrire
la déformation des milieux déformables (solides, fluides, matériaux
granulaires...)

La MMC est basée sur plusieurs hypotheses fondamentales :
> Continuité : a I'échelle de la structure, la matiére semble continue,
c'est a dire que les variables qui décrivent son état varient
continliment par rapport a I'espace
> Représentativité : a I'échelle de la structure, un volume de matiere
peut étre considéré comme homogene et représentatif : notion de
volume élémentaire représentatif.

En général un probleme de MMC est complexe et ne peut se résoudre
analytiquement, on a souvent recours a des méthodes numériques et des
simplifications (géométriques,...)




Résistance des matériaux

@ La résistance des matériaux est une théorie plus simple basée sur la
MMC

@ La résistance des matériaux est un outil pour dimensionner certaines
structures constituées de composants élancés (ayant une dimension
plus grande que les deux autres). Elle est également appelée théorie
des poutres.

o Elle suppose donc un certain nombre d'hypotheéses simplificatrices

> Géométrie,

» Comportement mécanique du matériau,

» Cinématique de déformation,

> Application des efforts et des conditions de liaison.

@ Remarque : il existe également des théories décrivant des
géométries ou une dimension est plus petite que les deux autres : la

théorie des plaques et des coques.
e



HYPOTHESES DE LA
RESISTANCE DES
MATERIAUX



HYPOTHESES DE LA
RESISTANCE DES
MATERIAUX

Hypothéses géométriques



Notion de poutre

Les hypothéses géométriques de la RdM sont en partie associées a la
notion de poutre.
Définition d'une poutre

Une poutre est un solide généré par une surface plane, appelée section
droite, dont le centre de gravité décrit une courbe -y, appelée fibre

moyenne, telle que la normale 3 S et le tangente a «y soient colinéaires.




Exemple de poutre particulieres

@ Poutre droite a section rectangulaire : la courbe ~y est alors un
segment de droite et la section droite S un rectangle.

@ Arc circulaire a section rectangulaire : la courbe «y est alors un arc de
cercle et la section droite S un rectangle.

| & S e i Y
Arche de Saint-Louis (USA)



Hypotheses géométriques supplémentaires

1. La longueur de la poutre doit étre grande devant les dimensions de
la sections : L >> b, h. On dit que la poutre est élancée.

2. Le rayon de courbure de la poutre doit étre grand devant les
dimensions de la section.
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Modélisation d'une poutre

On représente alors schématiquement une poutre par sa ligne moyenne ~y
a laquelle on affecte une section S en tout point.

Mestéle pomtre
Solide réel K —
r/.
S K
= —

[ = -+
S
-

@ exemple d'une structure treillis : ensemble de poutres liées par des
noeuds (traités ponctuellement)

Poutre N oeud

Yo P




HYPOTHESES DE LA
RESISTANCE DES
MATERIAUX

Hypotheéses sur le comportement du matériau
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Comportement du matériau

Seadliveienion de
sirnciire
T sirnctire —

Crmportemeni
reconvrahie,
reversible,
non lindaive.

Comportenen
reconveahle,
non réversibie,
st findaive.

Comportement
st pecomnrahie,
wnon réversihle,
mow fineaive.

Comportement
reconrible,
réversible,
findaire.

@ Un comportement recouvrable, réversible et linéaire est qualifié

d'élastique linéaire.

@ La résistance des matériaux fait I'hypothése d'un comportement

élastique linéaire.




Conséquence du comportement élastique linéaire : le
principe de superposition

@ Si I'on multiplie par « la force appliquée, le déplacement est
egalement multiplié par «
@ La relation entre la force appliquée et le déplacement est linéaire.
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HYPOTHESES DE LA
RESISTANCE DES
MATERIAUX

Hypothéses sur la cinématique de déformation
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Hypothese des petits déplacements

Configuration déformée :
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Crrands déplacements Petins déplacements

La configuration déformée est tres proche de la configuration initiale,
Les déplacements des points matériels restent faibles devant les
dimensions de la structure : v << L, h, b,

Les déplacements dans une direction transverse a la direction de
sollicitation sont négligeables : u << v ou v~ 0.

La résistance des matériaux suppose des petits déplacements




Hypotheses de Navier Bernoulli

Hypotheses de Navier Bernoulli

Les sections normales a la ligne moyenne restent planes et normales a la
ligne moyenne pendant la déformation.

Gauchissement
oy veclion droites

Les sectiony ne sonl
plus noesicle & la =
ligree movenne
Hypothéses de Navier Bernoulli

La résistance des matériaux suppose les hypothéses de Navier %
Bernoulli



Description de la cinématique de déformation

@ Déplacement de la ligne moyenne

° ?’zu%—i—vf—i—wi

o Attention : u, v et w sont

3 x .
A des grandeurs scalaires
/ algébriques.
7 @ dans le cas d'un probleme

/ N plan: w=0
@ Rotation des sections (cas de la poutre droite)

iy it

@ Rotation de la section : 6,.

e 0,(x) = j—; =v/(x)

Sy

e o Attention : 6, est une
grandeurs algébriques.

i,
=4
R




HYPOTHESES DE LA
RESISTANCE DES
MATERIAUX

Hypothéses sur les sollicitations extérieures



Différents types de sollicitations extérieures

- =
7777/7//7/77/7% //W//W

@ Action mécanique : tend a déplacer, déformer ou maintenir au repos
un solide
> Action a distance : poids propre structure (action extérieure)
> Action de contact : générée par le contact entre deux solides (action
de liaison, action extérieure)

@ Modélisation d'une action : force et/ou moment, torseur
» Force : provoque ou s’'oppose a un mouvement de translation
» Moment (ou couple de force) : provoque ou s'oppose a un
mouvement de rotation
» En regle générale I'action mécanique exercée sur un solide est
modélisée par un torseur




Rappel force - calcul algébrique

@ Une force est une action mécanique particuliere qui tend a déplacer
un point matériel.
@ Une force est modélisée par un vecteur F et un point d'application

M.

—

P

=

@ Si l'on choisit un repere (O, X, ¥, Z) on peut représenter le vecteur F
par ces trois composantes F, , F, et F; telles que
F=FX+Fy+FzZ(Fk=FX F,=F.y, F,=F.2)




Rappel force - calcul algébrique

@ On utilise également la représentation suivante de F dans le repere
(0,%,7,2)
Fx
y
F.

@ Si l'on choisit / un vecteur unitaire ayant la direction de la force F
on pose en général : F = Fi/

F=Fi

Attention, F,, F,, F, et F sont des grandeurs algébriques!
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Rappel moment d'une force

@ Le moment d'une force par rapport a un point M est une grandeur
vectorielle qui caractérise la capacité de cette force a faire tourner
autour du point M.

o Le moment de la force F s'appliquant en M par rapport au point P
est défini par le produit vectoriel suivant :

@ Le moment d'une force F posséde la propriété de transport

suivante : B B
—F  F
Mjg=Mu+BAAF




Rappel moment d'une force

@ Si l'on considere un repere (O, X, ¥, Z), on peut déterminer les

—F
composantes de M ), :

M, XM — Xp Fx (ym —yp)F, — (zm — zp)F,
M, =1 ym—yr [N F, | =] (zm—2zp)Fc— (xm — xp)F,
M, zZy — zp F, (xm —xp)Fy — (ym — ypP)Fx

@ Dans un probléme plan, la force est dans le plan de la structure ainsi
que le vecteur PM et le moment est donc normal au plan.

@ Si l'on choisit un repere (O, X, ¥, Z) et que I'on considére un
probléme dans le plan (O, X, ¥), on pose le scalaire M, tel que

F _
M/M = MZZ



Rappel - moment d'une force

@ Dans un probleme plan on peut alors estimer rapidement le moment
de la force F = Fi’ par rapport au point M en utilisant le bras de
levier d (distance entre le point P et la droite passant par M et de
vecteur directeur F) :

M, = +dF
Le signe étant déterminé et regardant dans quels sens fait tourner la
force.




Rappel - torseur des actions mécaniques

@ Un torseur est un champ de vecteurs M(A) particulier (A étant un
point de I'espace &) pour lequel il existe un vecteur R tel que

Y(A,B) €% ona M(B)=M(A)+BAAR

@ Un torseur, noté {7}, peut étre représenté au point P par sa
résultante, ﬁ et son moment en P, ./\/l/p :

{T}:{ ﬁ‘ﬂ/’j }P




Rappel - torseur des actions mécaniques

@ L'action mécanique associée a un ensemble de forces F; appliquées
en M; sur un solide peut étre modélisée par un torseur appelé le
torseur des actions mécaniques noté {F}. Sa résultante et son
moment en P s'écrivent

ﬁ:Z:E: et m/pzzm,‘/\ﬁ

o La donnée de la résultante R et de du moment en un point M p
permet de définir completement |'action mécanique appliquée sur le
solide.

'y F




Rappel - torseur des actions mécaniques

@ Torseur de résultante nulle : le moment est alors le méme en tout
point (on dit que c'est un invariant). C'est I'exemple d'un couple de
force.

il

@ Torseur de moment nul en un point : c'est par exemple le cas quand
d'une force ponctuelle au niveau de son point d'application.
III%



Modélisation des actions extérieures en RdM

Hypothese de Saint Venant

les résultats de la résistance des matériaux ne s'appliquent valablement
qu’'a une distance suffisamment éloignée de la région d'application des
efforts intenses (typiquement 2 a 3 fois la largeur de la section normale).

o Conséquence : par approximation, on considéere uniquement les
actions appliquées sur la ligne moyenne.

, ) E.‘.F\—/’



Modélisation des actions extérieures

Différents type d'actions extérieures :

@ Force ponctuelle F, en N (action exercée par un essieu, appui d’'une
autre poutre...)

@ Moment ou couple de force M, en Nm (excentrement de force,
moteur tournant...)

@ Force répartie uniforme p, en N/m (Poids propre, charge
d’exploitation, sollicitation de neige ou vent...)

o Force répartie non uniforme p(x), (pression hydrostatique :
distribution triangulaire).

N e F

:'II'I/I




Exemple de calcul de forces réparties

@ Poids propre d'une poutre rectangulaire de densité p :

@ Descente du poids propre d'une dalle sur une poutre de densité p et
d'épaisseur e :




Actions de liaison - liaison parfaite

@ Une liaison est caractérisée par le contact entre deux solides. Ce
contact impose
> des conditions cinématiques (conditions sur le mouvement relatif des
solides) ; on dit que la liaison bloque certains degrés de liberté
> des actions mécaniques entre les deux solides (Force ou moment)

@ Hypotheses :
» Cas des liaisons parfaites (sans jeu ni frottement)
> Cas des structures planes se déformant dans le plan
@ Trois liaisons différentes
> Appui simple
> Articulation
» Encastrement




La liaison appui simple

Modélisation

Uy =

u, =

1l

Actions associées

M. Uy
E 7
F,
Onisole §
Fy
F, =
M,



La liaison articulation

Réel Modélisation

il

Actions associées

M__jlf |
7E
F,

U isole &
Fx
F, =
M,

T



La liaison encastrement

Réel Modélisation

1l

Actions associées

1
=l

Onisole §

S
Il



EQUILIBRE D’UNE
STRUCTURE
DETERMINATION DES
EFFORTS DE LIAISON



EQUILIBRE D’UNE
STRUCTURE

Principe fondamentale de la statique



Principe fondamental de la statique

Principe fondamental de la statique
Un solide ou un systéme de solide est en équilibre s'il existe un référentiel
Galiléen tel que dans ce référentiel, le torseur des sollicitations extérieures
exprimé en un point quelconque O est nul.

0 )

ZA—/l)ext/O }O = { 0

{75} ={ ¥ Fue



Méthodologie

. On isole un solide ou un ensemble de solides
. On fait le bilan des actions (efforts extérieurs, efforts de liaison)

. On fait le bilan des inconnues

S w NN =

. On écrit I'équilibre dans la configuration non déformée
@ Un exemple : la poutre sur deux appuis

_ ' F

L/ 2 . Jr' _\.,r JJ2




Exemple de la poutre sur deux appuis : bilan des actions

@ On isole la poutre et on fait le bilan des actions

:,' Fl it ;1 .

&

On isole
[ B &

@ Bilan des actions :

@ Bilan des inconnues :



Exemple de la poutre sur deux appuis : écriture de
I"équilibre

F_;r_l. Fﬁ’_l'

z

E
I

A g B

o Ecriture de I’équilibre :

> Zéxtzﬁ:

> Projection suivant X :

» Projection suivant y :

> E-A;lext/A = 6 :

> Projection suivant Z :



Exemple de la poutre sur deux appuis : systeme d'équation
et résolution

On obtient le systéeme d’'équation suivant :

Fax =0
FAy+FBy:F
FL

FByL:7

Ce systeme peut se résoudre afin d'obtenir les inconnues de liaison :



EQUILIBRE D’UNE
STRUCTURE

Notion de structure isostatique et hyperstatique

@



Structure isostatique

Définition d'une structure isostatique

Une structure est dite isostatique si le nombre d'inconnues de liaison /
est égal au nombre d'équations d'équilibre N : [ = N

o Exemple :

L2 L2



Structure hyperstatique

Définition d'une structure hyperstatique

Une structure est dite hyperstatique si le nombre d'inconnues de liaison
| est supérieur au nombre d'équations d'équilibre N : | > N. On définit
H =1 — N, le degré hyperstaticité.

@ Exemple :
1 2 ¢ D ‘|
e e e N



EFFORTS DE COHESION



EFFORTS DE COHESION

Définition



Définition des efforts de cohésion

@ Exemple de la poutre sur deux appuis

.

A M, B X

Y& P TN

I

@ Nous cherchons a caractériser les efforts internes assurant la
cohésion de la poutre en un point M choisi de maniere arbitraire et
repéré par son abscisse x.

@ Le choix du point M permet de décomposer la poutre en deux
trongons de poutre

» Le trongon (P1) situé a gauche du point M
» Le trongon (P2) situé a droite du point M

@ Sil'on isole le trongon (P1) et que I'on fait le bilan des actions

extérieures sur (P1) on a :

» Les actions de liaison en A
> Les actions exercées par le trongon (P2) sur (P1) que 'on appelle
par définition les efforts de cohésion



Modélisation des efforts de cohésion

o Les efforts de cohésion exercés par le troncon (P2) sur le trongon
(P1) peuvent étre modélisés par un torseur (torseur de cohésion) :

{TCohesion } (M)

@ Ce torseur se décompose en une résultante et un moment exprimé
en M :

{7 Cohesion) (M) = { Reohesion(M) ‘ /WCOhesion/M(M) }M




Modélisation des efforts de cohésion

@ La résultante et le moment du torseur de cohésion peuvent étre

projetés dans le systeme d'axe (O, X, ¥, Z) :

ﬁCohesion(M) - N)?‘F Vy}7+ VZZ
MCohesion/M(M) = CX+ Mpy + Mgz

avec

> N I'effort normal
> V, et V, les efforts tranchants

» (C le couple de torsion Y
> My, et Mg les moments fléchissants &



Cas d'un probleme plan :

poutre sur deux appuis

@ Exemple de la poutre sur deux appuis : on découpe et on isole le

trongon (P1)

» Dans le cas d'un probleme plan les efforts de cohésion se réduisent

a: N, V, et Mg
@ 1 cas: x €[0;L/2]

Iy

Fr2lo s M(x)
SN

Equilibre de (P1) :

° Zﬁextzﬁ:

» Projection suivant X :

» Projection suivant y :

Yo P Nixv)

° ZMext/M =0:

» Projection suivant Z :



Cas d'un probleme plan : poutre sur deux appuis

@ On obtient le systeme d'équation

. F
sulvant : l
N=0 ole >
F B
Z4+v=0 A
2 + .
F it
—x=+M;=0 o
2
. ¥
o Ce systeme peut se résoudre afin o
d’obtenir les efforts de cohésion : o i ’
N= Myypie .
V = o x
M¢ = ’ .




Cas d'un probleme plan : poutre sur deux appuis

@ 2!mecas: x €[L/2; 1]

iy
F ) F
Fr2 M, (x)
B , Vix)
S Mix X T l T‘\’ S
e Pl TPy fm On isole Ie o P = Nix)
trongon (P1)

L2 L2
Equilibre de (P1) :
"] Z Mext/M = 6 i

» Projection suivant Z :

oZﬁethG:

» Projection suivant X :

» Projection suivant y :

2



Cas d'un probleme plan : poutre sur deux appuis

@ On obtient le systeme d’équation v F
suivant : l
N=0 l'_%;l ] X
F == &
——F+V=0 A
2 x
F L ‘ S
— X= ——|F =0
X 5 + (X 2) + M
4
o Ce systeme peut se résoudre afin HE] I X
d’obtenir les efforts de cohésion : ,U L2 L
N = Mo .
V = _“___———/”—/ %-H""‘H-q_qq__‘_“ o
M o L2 I
f‘ =




EFFORTS DE COHESION

Propriétés



Propriétés des efforts de cohésion : action - réaction

Y M(x) Vix) Y
I D

(P1) N(x) N(x) P2

@ Les efforts de cohésion exercés par le trongon de poutre (P2) sur le
trongon (P1) est I'opposé des efforts exercés par le trongon (P1) sur
le trongcon (P2).

2



Equations locales d'équilibre

° Equilibre d'un trongon de poutre de longueur dx :

Y Vix+dx)
-V (x )
-M, (x) () I (x+dx)

AT

-N(x) © G udrN(thdx)

@ Equilibre des forces suivant X :

dN

N(x +dx)— N(x)=0 = — =0

dx
e Equilibre des forces suivant ¥ :
—V(x)+ fdx+ V(x+dx) =0

dv dv



Equations locales d'équilibre

VY Vix+dx)
M, (x) ® g wx+dx)

AU

_ ?\T(‘C) X x| d_rN()b + dX}

° Equilibre des moments suivant Z par rapport a G :

Me(x+dx) = Me(x) + SVt dx) + SV(x) = 0

2

dM¢
dx

dx+ V(x)dx=0 = dﬁj" = —V(x)




Equations locales d'équilibre

@ Cas de la poutre sur deux appuis :

, ' F

L2 L2

@ On avait trouvé pour x € [0; L/2] :

MR =0 V()=-b et My=xb

o Vérification des équations locales d'équilibre :
dN __
> x =

dv _

> =

dMye

dx




NOTIONS DE CONTRAINTE
ET DE DEFORMATION



NOTIONS DE CONTRAINTE
ET DE DEFORMATION

Définition des contraintes



Définition des contraintes

o Les efforts de cohésion ne renseignement pas sur la distribution de
la sollicitation dans une section

@ Notion de contrainte :

@ Notations :
» dS : surface infiniment
petite
» 7 : normale a la surface
ds

» M : centre de dS

@ La partie de la poutre retirée exerce sur la surface dS de la section
une force dF infiniment petite.



Composantes normale et tangentielle

£

o La force dF se décompose en une composante normale et une
composante tangentielle 3 la surface : dF = dF, + dF; :
> dF, = dF,.[ est appelée composante normale ou composante
d’élongation
> dF; = dF..T est appelée composante tangentielle ou composante
de cisaillement ( vecteur tangent unitaire).




Notion de contrainte normale et de cisaillement

@ Si la surface dS est doublée, la force appliquée sur celle ci est
également doublée

@ Cependant le niveau de sollicitation de la matiére est le méme.
@ Pour caractériser le niveau de sollicitation de la matiére, on définit
donc les contraintes normale et de cisaillement :
dF, dF;
o= T=——=
ds ds




Propriétés des contraintes

@ Les contraintes sont indépendantes de la géométrie, elles
caractérisent la sollicitation interne de la matiére.

@ Les contraintes sont des grandeurs algébriques : une contrainte
normale positive resp. négative caractérise un état de traction
resp. compression

c>0 c <0

@ L'unité des contraintes est le Pascal Pa. Le MPa = 10°Pa



Propriétés des contraintes
@ Réciprocité des contraintes de cisaillement :
On consideére un petit cube dx x dy x dz soumis a du cisaillement dans le
plan (X, ¥) :

y ° Equilibre des forces suivant x :
T1dxdz + Tdxdz =0
TI
e T = —T»
TT dy TT o Equilibre des forces suivant y
il dx 1
’C 3dydz + madydz = 0

Ry T!}

) T3 = —T4
7 o Equilibre des moments /O

— .

suivant z :
T T "
l T (1adydz) dx — (midxdz) dy = 0&
*‘(T—

T17— Ta



Représentation de |I'état de contrainte plan - le cercle de
Mohr

T

2y
L

Plan de Mohr

e Composante normale : ¢ = 0, cos® o, composante tangentielle :
T = 0 COSQSIN

o L'état de contrainte en un point est représenté par un cercle centré
sur I'axe des abscisses dans le plan de Mohr (composante :
tangentielle 7, composante normale o). i



Cercle de Mohr - cas général d'un probleme plan

- —
-— R,
(e
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g . » T i |
-— — \ Tz |
. — \ !
-— —_— -
- —— -
— — \<
— e

Plan réel Plan de Mohr

o (X,¥,72) et (i, t,Z) directs.
o le sens de rotation dans le plan de Mohr est inversé pra rapport au ;¢ 4
plan réel. ’



Description de I'état de contrainte, tenseur des
contraintes

@ L'état de contrainte en un point M d’'un matériau est caractérisé par
un tenseur d’ordre 2, le tenseur des contraintes, noté o (en
caractére gras). Le tenseur des contraintes permet de déterminer

la force dF appliquée sur une surface dS de normale 7 :

dF = o.[dS

—

dF

@ La relation précedente est I'analogue de celle utilisée en mécanique
des fluides définissant la pression p :

dF = —pAdS



Description de I'état de contrainte, tenseur des
contraintes

@ Dans un repere (O, X, ¥, Z) le tenseur des contraintes est représenté
par une matrice symétrique :
Oxx Oxy Oxz
{ohoxgn=| 00 0 o

Oxz Oyz Oz

_
Z
Ozz
Tz
Oly =

Oxz [Tyy

Ogxy y
Oxx

S



NOTIONS DE CONTRAINTE
ET DE DEFORMATION

Définition des déformations



Déformation de cisaillement

T

nls

I

@ On sollicite un cylindre avec une contrainte normale o = %
@ Augmentation de la longueur : £ > ¢y
@ La variation de longueur dépend de la longueur initiale :

» Dans le premier cas Al ={ — 4y
» Dans le deuxieme cas Alior = 20 — 20y = 201

@ Pour avoir une grandeur qui ne dépend pas de la longueur initiale,
on définit donc la déformation d’élongation ou déformation

longitudinale par : |
A '




Propriétés de la déformation d'élongation

@ Une augmentation de la longueur correspond a une déformation
positive (traction).

Une diminution de la longueur correspond a une déformation
négative (compression).

La déformation ¢ est sans unité.

Si I'on considére fg = 0.1 m et A¢ = 0.05m alors

0,05
=51 -

€ 0,5 soit 50%



Déformation de cisaillement

@ Si I'on applique des contraintes de cisaillement 7 on obtient une
déformation de cisaillement
o La déformation de cisaillement est caractérisée par I'angle 3 :

L7
CIS. 2
o Si les déformations sont faibles :
Y € Y
tan- = —~ =
2 h 2

@ Une déformation de cisaillement conserve le volume.



Description de I'état de déformation, tenseur des
déformations

o L'état de déformation d'un matériau est représenté par un tenseur
d'ordre 2, le tenseur des déformations, noté .

@ Dans un repere (O, X, ¥, Z) le tenseur des déformations est
représenté par une matrice symétrique :

Exx Exy Exz
{ebozrn =] 9 &y &

Exz Eyz Ezz



Matrice des déformations - composantes d'élongation

e Composantes d'élongation :

Exx Exy Exz
{e}oz7.9 = Exy Eyy Eyz
Exz Eyz Ez
Z z zZ
‘ J‘51,.’ Afy
— —
| J i
; i
— Al = =4
T i € &x
Lo L {/ Ad
At A ., = AL
Exm = 7y Syy [ z [




Matrice des déformations - composantes de cisaillement

@ Composantes de cisaillement :
Exx Exy Exz

{ebozrn=| ¢ &y

Exz €zz




NOTIONS DE CONTRAINTE
ET DE DEFORMATION

Relations contrainte - déformation



Relations de comportement

On suppose une relation linéaire entre les contraintes et les déformations
(comportement élastique linéaire) :
o o = Ec (Elongation)
» E : module de Young ou module élastique
» Pour l'acier E = 210 GPa = 210 x 10° Pa
e 7 = G~ (Cisaillement)

» G : module de cisaillement
» Pour I'acier E = 80 GPa




Effet Poisson

@ On applique un état de contrainte uniaxial suivant X d'intensité o,y
Oxx

@ La déformation d'élongation vaut : €, = %
@ Les déformations transverses valent : €, = €,;, = —0x ¢
@ v est appelé le coefficient de Poisson et définit par :

Etransverse
Elongitudinale

vV=—
@ On peut montrer que : G = ﬁ

Nl

T

=y

,f'/



Elasticité linéaire isotrope - cas général

o Etat de contrainte :
Oxx Oxy Ox
{otozyn=| o0 o,

Oy (o

o Etat de déformation associé pour une comportement élastique
linéaire isotrope :

O xx v v Oxy Ox
Ve Y Txz
E ET"TE7E 2G 2G
{e}oxyn = Oy Yo+ 2 Y Tyz
( ¥,2) e Ea' + E Eo- >C
o 174 +
— — ——0x o
2G 2G E E

o Relation tensorielle : € = “F¥o — {£(tr o)1




Elasticité linéaire - cas général

@ On peut également déterminer |'état de contrainte a partir de |'état
de déformation en utilisant les coefficients de Lamé X\ et  :

o =2pue+ Atre)l

@ On a les relations suivantes entre E, v, p et A :

vE E
A aroa=w) MTaars” ©
A A4 p

YT 0w 3N+ 2p)




SOLLICITATIONS
ELEMENTAIRES :
CONTRAINTES ET
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SOLLICITATIONS

ELEMENTAIRES :

CONTRAINTES ET
DEFORMEE

Cas de la traction



Traction - contraintes normales

On considere une poutre sollicité en traction : le seul effort de cohésion
est |'effort normal

¥

Ml

Nix)

o L'effort normal est la résultante des contraintes normales appliquée a

la section :
N(x) = // o(x,y,z)dS
Section

@ On suppose que la contrainte normale est homogene dans la
section : o(x,y,z) = o(x)

N(x) = o(x) //Section dS =0(x)S donc o(x)= 5
—




Traction - déformée
Calcul de la déformée associée a une traction :

¥

LT}
]
=

. _ T < >
_ ' x x ol N
G i—?Lﬂr ), B —3 .
= z bifx Y+dx)
z.;\ T 7 . -P(J_; IMU T
- - _r’. . e —_—
T Nfx)

@ Déformation d'un trongon de poutre :

Al u(x+dx)—u(x)  du v (x)

A S

@ en utilisant la relation de comportement o(x) = E<(x) et la
définition de la contrainte o(x) = N(x)/S :

N(x) = So(x) = SEe = SEU'(x)
N(x) = SEU'(x)

III%



Traction - déformée - exemple
Exemple d'une poutre encastrée sollicitée en traction :

l

Effort normal : N(x) = F avec x € [0, {].
Calcul du déplacement des point de la poutre (déformée) :

U (x)=¢e(x) = NE(;) = ELS

Intégration par rapport a x :
F
u(x) = =—=x+ Cste
(x) = £
@ l|dentification de la constante :

en x=0, u(0)=0 donc C* =0

F
u(x) = £ X




Traction - déformée - exemple

Exemple d'une poutre encastrée sollicitée en traction :

=l

.'{;’E
20—
4
o Déplacement de I'extrémité :
Fe
l)=—
u(l) = £¢

L=



SOLLICITATIONS

ELEMENTAIRES :

CONTRAINTES ET
DEFORMEE

Cas de la flexion



Flexion - déformation et contrainte longitudinales

Hypothese de Navier Bernoulli :

~ M.1x)
;_:_‘. TI’Z‘C} -

@ Déformation de I'élément situé en y :

_ 0 — r0 _ _
s(y):ﬁ(y)g0 €0:r o _r—rn _r—mn vy

I‘09 100} o) 14}

@ En notant x = 710 la courbure, on a e(y) = —xy
o La déformation est linéaire par rapport a y




Flexion - déformation et contrainte longitudinales

~ M. fx)
;_:_‘. TI’Z‘C} -

@ Déformation de I'élément situé en y :

Uy)—¢ rd —rb r—n r—r y
g(y):(y)gooz of _r—r _r—mn_

r00 (4] h )

@ En notant y = 710 la courbure, on a ¢(y) = —xy
@ La déformation est linéaire par rapport a y




Flexion - déformation et contrainte longitudinales

77

|
F i

"y

= e

@ La déformation est linéaire par rapport a y

e(y) = —xy

@ La loi de comportement o(y) = Ee(y) donne

o(y)=—Exy



Flexion - relation moment fléchissant/contrainte

Le moment fléchissant est le moment résultant par rapport a G des
contraintes longitudinales appliquées sur la section par la partie de poutre
située a droite.

¥ iy

// y)dS = // Exy?dS = EX//
Sectlon Section Sectlon

Inertle !

M¢(x)

y
"

Mg =Elx etdonc o(x,y)=—




Flexion - relation moment fléchissant/contrainte

¥ i3

qﬁ ¥ 'V’ U? Y
E =
o(x,y) = —M%(X)y

@ Remarques :

> si M¢ > 0, la fibre supérieure est en compression et la fibre inférieure

est en traction

I"augmentation du moment fléchissant augmente les contrainte

I'augmentation de I'inertie diminue les contraintes

> Inertie : unité m*; section rectangulaire : [ = "1—"23 (b largeur, h /f
hauteur)

>
>

3



Flexion - Déformée associée au moment fléchissant

X

@ v(x) déplacement suivant ¥ des point matériel de la ligne moyenne
de la poutre

e Ona M= Ely
@ La courbure x est la dérivée seconde de v(x) : x = v”/(x) donc

Mg = ENV"(x)

2



Flexion - Déformée - exemple

Exemple d'une poutre encastrée sollicitée en flexion :

Y
LE F
~ @ ) ’/_,/ ) 7
= a _1_
vix)
7
o Efforts de cohésion :
N=0
V=-F
M = F(X - f)



Flexion - Déformée - exemple
@ Calcul de la déformée :

M¢(x) = F(x — £) = EV"(x)

X

! F § tl
V(X):EI<2_£X>+C

6 2

@ Identification des constantes

F 3 2
v(x) = 5 <X - 4X> + xCstt 4 C*t2

> Déplacement vertical nul en x =0 : v(0) =0 d’oti C? =0
> Rotation nulle en x =0 : v/(0) = 0 d'ots C* =0

@ Expression de I'équation de la déformée :

F /x3 X2




Flexion - Déformée - exemple

y
LE F
— @ Z r/-/ L X
= a _1_
vix)
/
@ Expression de I'équation de la déformée :
F /x3 X2
=g (6 - 2)
o Flecheen x =/ : 3



Flexion : déformation et contrainte de cisaillement

o Le moment fléchissant et I'effort tranchant sont liés : 9442 = —V/(x)
» Flexion pure :

» Flexion simple :

@ Exemple de la flexion 4 points

‘}’

F F
£ o l ¢ X
4
F ol X
0 Li3 213 L )
-F
M,



Flexion : mise en évidence des contraintes de cisaillement

@ Contraintes de cisaillement transversales :

|lllllllllHHHHlllH

b i

MUMH'LHIHHHH

@ Contraintes de cisaillement longitudinales :




Relation entre contraintes de cisaillement

Soit deux petits éléments de poutre :

r=il

@ Réciprocité des contraintes de cisaillement : les contraintes de
cisaillement longitudinales et transversales sont égales

o Aux extrémités (y = +12), les contraintes de cisaillement sont
nulles : les contraintes de cisaillements ne sont pas constantes

dans une section droite 7(y).



Distribution des contraintes de cisaillement

¥ ¥
-Fixh Fix—dxi ) )
-of v} ofx+dvyi
7 My I | NMptedd < . x
Rl \ I: \;._‘ ' R l'. " e Ay I

Equilibre des forces appliquées sur la partie supérieure du trongon suivant

—

X
/g o(x +dx)dS — /g o(x)dS + bdxT(y) =0
o y y
o(x + dx) = —M% o(x) = —M’;(X)y et dS = bdy
et donc

h h
2

_/ Mybdy + /5 Mff(x)ybdy + bdx7(y) =0
y y




Distribution des contraintes de cisaillement

¥ ¥
-Fixh Fix—dxi ) )
- v} ofx+dvi
o \ tr \-;-._‘ ' R x ) Ay

h

/

y
D’ou ,
dx) — 2
_ Myl dx) = Mi() / ybdy +bdx7(y) = 0
: L
Z(y)

Y (y) est appelé le moment statique de la section.
Et donc

d.(;\;lf @ +br(y) = 7(y)= *V(X)¥

—/2 Mybdy—i—/z Mfl(x)ybdy—i-bdXT(y) —0
y



Contraintes de cisaillement : section rectangulaire

_ X(y) _ bh?
)=V 1=

)

e

#y

G
Tmax =

avec S, = g la section réduite de
cisaillement.



Déformée associée au cisaillement

OnaT:G'yetT:@etdonc

_ Vv
7= Gs

Pour prendre en compte le fait que
T n'est pas constant dans la section,
on remplace S par la section
corrigée :

I2

- E0))?
fSection l}rl dy

51

Comme v = j—; = &LG on alors :

V(x) = GS51v/'(x)




Section corrigée d'une poutre rectangulaire

12
-
) g,

f Section
)2
12

2
h/2 2
LI (1 4k) dy

S =

5 5
= — h:—
6b 65




Calcul de la déformée de cisaillement de la poutre console

Effort tranchant : V(x) = —F

vi(x) =

Condition limite : v(0) =

. 3
Flexion : Vpyax = —%

Pour L grand :

Le)
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Bilan



Bilan

N % M
Contrainte | o = )= -V | oly) =4
Contrainte Omax = O Tmax = —a% O ihjzxff
max avec a = 3
(section rectangulaire)
Déformée | N(x) = ESu'(x) V(x) = G5:v'(x) Me(x) = EV(x)

avec §; = 8S




APPROCHE ENERGETIQUE



Introduction

Ecriture d'un équilibre mécanique d'un solide :

@ Bilan des efforts et des moments :

Z'Eext = 6
ZMext/O = 6

o Bilan énergétique (théroréme de I'énergie cinétique par exemple)

@ Travail des forces extérieures :
Wee = F. 0

o Energie de déformation : &,

Bilan énergétique lors de la déformation




APPROCHE ENERGETIQUE

Energie de déformation d’un solide déformable



Energie de déformation d'un solide déformable

Cylindre déformable sollicité en traction uniaxiale

i . F T F+dF F—dF
'. | ~ N | e
\ Wi 1 L
R ¢ Fdls
=LA £+ds
£
.~ dE
dc, = {.n
g'int g-in.t + dg-i.nf.

d€int = MWoex = (F +dF)dl ~ Fdl = 0Slyde
= 560 ode

~—~
Volume :V

dgin
Energie de déformation volumique : Tt = ode # %



Energie de déformation : cas du comportement élastique

Pour une unité de volume :

@ €
Eni® = / d€int = / o'de’
) 0
/E Ee'de’ = Ee?
O 2

] N (Ve - 7 . e - o
d’'ou I'énergie élastique en utilisant la loi de

Hooke (o = E¢) :

Ee? o€ o2
Eint = - =

d&ins = a'de’

/




APPROCHE ENERGETIQUE

Energie de déformation d’une poutre



Energie de déformation d'une poutre : cas de |'effort

normal

Distribution des contraintes normales :
N(x)
o(x) =
() = =4

Energie de déformation de la poutre :

B 2
_ [T o)
Eint = /A E S

Volume

X

Et donc

_ [P (VX))
5,',”—!/%\ 2ES dx

)

=}

)

ol

ary) v

L

]



Energie de déformation d'une poutre : cas du moment
fléchissant

Distribution des contraintes normales :

ny X
ol y) = X0
Energie de déformation de la poutre : ¥
(X Z A B X
o 2l ¥
Eint / / y b(y)dydx L. -y
Section

FEG (o)

/

Et donc

ol
I:\\\\;\\\:l
L=

B 2
o (M¢(x))
Eint = /A 2Bl X




Energie de déformation d'une poutre : cas de |'effort
tranchant

Distribution des contraintes de cisaillement :

T(x,y) = —V(X)Iig))
Energie de déformation de la poutre : o
b = / B / | T(;’évy b(y)dydx P S
AB Seci.‘:on2 2
- /A % ( /Section (Zlgﬁ) b(y)dy> dx

=

1

: ] ™
1 J; /

[Py
Eint = /A dx

Et donc

2GS




Energie de déformation d'une poutre

Dans le cas général I'énergie de déformation d'une poutre s'exprime :

B N2 M% V2
Eint :/A <2Es+2E/+ 2651> dx




APPROCHE ENERGETIQUE

Application du théoréme de Castigliano



Théoreme de Castigliano

@ Théoreme de Castigliano
La dérivée partielle de I'énergie interne par rapport a une action
quelconque Fy est égale au déplacement §, du point d’application
de cette action mesurée algébriquement sur la ligne d'action :

5[( _ agint
OF
@ Application au calcul de fleche
¥ o F
r P
I x S .
I.:.\\{\\‘ﬁ\ Ré{;’? ) :&% ;\'@\

0

> Application d'une force fictive F au point ou I'on cherche a calculer

la fleche
> et donc § = (7‘95/'"5(;"”)) (p, F=0)



Théoreme de Castigliano, exemple de calcul de fleche

Exemple d'une poutre encastrée sollicitée en flexion :

¥
r F o Efforts de cohésion :
o, S l ¥ N=0
E a '_1__ V — 7F
" My = F(x — 0)



Théoreme de Castigliano, exemple de calcul de fleche



Théoreme de Castigliano, exemple de calcul de fleche



